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RESUMEN

Este estudio aborda la convergencia del método de diferencias finitas (MDF) aplicado a
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) y parciales (EDP), tanto lineales como no
lineales. La convergencia del MDF se establece tradicionalmente por su consistencia y
estabilidad. Sin embargo, el teorema de Lax-Richtmyer (Lax-R.) postula la equivalencia
de estas condiciones bajo restricciones de estabilidad mas rigurosas. Demostramos la
convergencia del MDF para cuatro modelos matematicos representativos: dos EDO y dos
EDP, cada par incluyendo una formulacion lineal y otra no lineal. Dada la extendida
aplicacion del MDF en diversas ciencias aplicadas, esta investigacién propone una
metodologia de andlisis unificada para su convergencia. Adicionalmente, se evalla la
aplicabilidad practica del teorema de Lax-R. en estos casos modelo.

1. INTRODUCCION

El MDF aun hoy goza de una gran popularidad entre los cientificos aplicados de diversas
disciplinas al momento de resolver numéricamente una EDP, lo cual se explica en parte
por requerir de conocimientos elementales de calculo diferencial, y la enorme cantidad de
librerias de codigo computacional disponibles gratuitamente en diversos lenguajes. Esto
se constata facilmente por los libros de texto y articulos cientificos publicados por
prestigiosas editoriales en los ultimos afios (cf. [1], [6], [9], [10], [11]). Sin embargo, los
estudios matematicos de convergencia basados en el MDF ya no son tan frecuentes, lo cual
se explica en parte por el interés de los analistas numeéricos en métodos més especializados
tales como el método de elementos finitos o el método de volimenes finitos, ambos de
amplio uso también en ingenieria y ciencias aplicadas.

Desde el punto de vista de la docencia de pregrado también se observa una retirada
significativa del clasico curso de calculo numérico de las mallas curriculares de ingenieria
en Chile, y/o del capitulo final de métodos numéricos para ecuaciones diferenciales. Se
afiade a esta problematica la heterogeneidad de notacion para los mismos objetos
matematicos en los libros de texto y apuntes de los docentes, y la atencion parcial hacia un
determinado tipo de modelos.
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Motivados por estas consideraciones se planted el objetivo de hacer una presentacion
matema@tica y notacionalmente homogénea del estudio de convergencia para una muestra
de ecuaciones diferenciales: dos EDO y dos EDP, y en cada caso una lineal y otra no lineal,
es decir, cuatro modelos distintos, siendo las dos EDP de tipo parabolicas. Como
fundamento matematico del estudio de convergencia se recurre a los dos teoremas ya
clésicos existentes para tales efectos, como son el Teorema fundamental del método de
diferencias finitas, y el Teorema de Lax-R.

La totalidad de este estudio corresponde al trabajo de graduacion final [4] del programa
Magister en Matematicas Aplicadas (profesional) de la Universidad Catdlica de Temuco.
El presente articulo esta estructurado del siguiente modo: en la seccion 2. se desarrollan
las ideas fundamentales del MDF, en la seccion 3. se muestran los modelos y esquemas
numeéricos utilizados en los estudios de convergencia, y en la seccion 4. se presenta el
analisis de convergencia propiamente tal, finalizando con las conclusiones.

2. EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS.

La idea esencial del MDF consiste en reemplazar las derivadas presentes en la ecuacién

diferencial por aproximaciones algebraicas basadas en la aplicacion del teorema de Taylor

(cf. 12], [3], [8]). Por ejemplo, para derivadas ordinarias usualmente se utilizan las

siguientes identidades
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Por otro lado, y a partir de las identidades anteriores las siguientes igualdades son ejemplos
relevantes para el caso de las derivadas parciales
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En las identidades anteriores, € €]x — h, x + h[, denota un valor numérico cuya existencia
esta garantizada por el mismo teorema de Taylor. Sélo por simplicidad notacional se utiliza
la misma letra e en todos los casos.

Junto con la consideracion de las anteriores identidades otra etapa relevante del MDF
consiste en la discretizacion del dominio sobre el cual se desea construir una solucion
aproximada. Por ejemplo, para una funcion univariada del tipo u(x) con x € D =]a, b[ se

construye la particion P = {xj,j =0, m} del dominio D definida por
a=xy<x3 < <X <Xjyqg < <b=xp,

con tamafio de paso espacial Ax = x4 — x;,j = 0, ..., m — 1. Usualmente se anota h =
Ax. Anadlogamente, para una funcion bivariada u(x,t) con (x,t) € D =]a, b[x]0, tF[ se
construye la particion P = {(x;,t"),j = 0, ...,m;n = 0, .., F} del dominio D con

0=t"<tl< - <t <t"l < ... <tF,

y tamafio de paso temporal At = t"*1 — ¢™. En todo este articulo se asume, sin pérdida de
generalidad, que las particiones son uniformes, esto es, que los tamafos de paso espacial
Ax y temporal At son constantes.

Dada la particion P del dominio D se utilizard la letra U para denotar la funcion de
aproximacion definida por el MDF. Su evaluacion en el nodo x; se anotara como U; =
U(x;),y como Uj* = U(x;,t™) asu evaluacion en el nodo (x;, t™). Respecto de la solucion
analitica u(x) o u(x,t) de la ED se anotarda u; =u(x;), 0 ui'=u(x;t"),
respectivamente, cuando sea evaluada en los elementos de la particion P. Claramente, U; =

w;, y U = uj', con lo cual se obtienen las siguientes aproximaciones basicas del MDF
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En efecto, si en la identidad se hace x = x;, y teniendo presente que con esto, x + h =
Xj + Ax = xj41, Y x —h = x; — Ax = x;_1, se obtiene
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De manera analoga se pueden justificar las restantes aproximaciones. Basados en las
consideraciones anteriores se define la funcidn de aproximacion basada en el MDF,

Definicion: sea la ecuacion diferencial L(u) = r, escrita en términos del operador
diferencial L, el cual se puede descomponer de la forma

L) (x): = Lpn(w)(x) — 7(x, h) = r(x),

en donde el término t(x, h) denota al error de truncamiento, fruto de aplicar el teorema
de Taylor. Se define la funcion de aproximacion por el MDF a la funcién U solucion de la
ecuacion algebraica:

L, (U)(x;) = r(x)),
paraj=1,..,m—1yh = Ax.

Note que la definicion anterior se ha formulado asumiendo s6lo derivadas espaciales, y
ninguna temporal. Sin embargo, la definicion aplica del mismo modo.

3. MODELOS Y ESQUEMAS ANALIZADOS.

En lo que sigue se presentan los cuatro modelos considerados en este trabajo (cf. [4], para
la totalidad de los detalles adicionales), junto con el esquema numérico aplicado en cada
caso basado en el MDF. Por razones de espacio para dos de los cuatro casos considerados
se incluye la respectiva formulacion matricial:

3.1. Modelo 1: EDO, lineal, orden 2. La ED considerada est& dada por:

u'=pu' +qu+rx€lab]
u(a) = a,u(b) =p

La solucion numérica U del Modelo 1 basada en el MDF queda definida por el sistema
lineal de ecuaciones algebraicas

U. 2U' U._ U. U._
j+1 j Ui i+ T Y1 )
h2 =Dpj [ 2h ]"'qj Ui + 71

conj=1,.m-1yp;=p(x)q; = q(x;),r; = r(x;). Como se sabe (cf. [3] o [4],
para todos los detalles) esta Ultima ecuacidn se puede transformar algebraicamente como

h? h?
— > L)) = =bUj-1 + 4U; = Ujus = =575,

paraj = 1,..,m — 1, la cual a su vez admite la representacion matricial



A-U=b,
en donde A es una matriz tridiagonal cuyas entradas dependen del parametro h de malla,
y el vector b también depende de h.

3.2. Modelo 2: EDO, no lineal, orden 2. La ED considerada esta dada por:

u" = f(x,u,u'),x €la,b[

u(a) =a,ulb) =4

La solucién numérica U del Modelo 2 basada en el MDF queda definida por el sistema no
lineal de ecuaciones algebraicas

Upp1 —2U0; +Ujq Upy1 = Uj—q
e
conj=1,..,m—1.

3.3.1. Modelo 3A: EDP, parabdlica, homogénea, lineal, orden 2. La ED considerada
esta dada por:
U — Uy = 0,(x,t) €]0,L[X]O,T[
u(x,0) = f(x),x €[0,L]
u(0,t) = g(t),u(L,t) = h(t),t € [0,T]

La solucion numérica U del Modelo 3A basada en el MDF queda definida por el sistema
lineal de ecuaciones algebraicas
-1 -1 -1 -1
Y e A
At (Ax)?
conj=1,.m—1;n=1,..,F.Setrata de un esquema explicito en la variable temporal.

3.3.2. Modelo 3B: EDP, parabdlica, no homogénea, lineal, orden 2. La ED considerada
esta dada por:
Uy — Uy = S, (x,t) €]0,L[X]O0,T[
u(x,0) = f(x),x €[0,L]
u(0,t) = g(t),u(L,t) = h(t),t € [0,T]

La solucion numérica U del Modelo 3B basada en el MDF queda definida por el sistema
lineal de ecuaciones algebraicas

UP —UPTtUf - 2UPHUR,

_ n

At (Ax)? =5

conj=1,.m-—1;n=1,..,F.Setrata de un esquema implicito en la variable temporal.
Como se sabe (cf. [3] o [4], para todos los detalles) esta ultima ecuacion se puede
transformar algebraicamente como

(A+20) U =Ur"+ 4 (U + UL,) + At - T,
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paraj=1,.,m—1,n=1,..,F,yA=—,lacual asuvez admite la representacion

- Ax?’
matricial
A-Ur=U"14+21-b"+ At - s™,

en donde A =1+ A- D, siendo D una matriz tridiagonal con entradas numéricas que no
dependen de 4, e I una matriz identidad.

3.4. Modelo 4: EDP, parabolica, homogénea, no lineal, orden 2. La ED considerada
esta dada por:
u; — b)) " uy, =0,(x,t) €]0,L[X]0,T]
u(x,0) = f(x),x € [0,L]
u(0,t) = g(t),u(L,t) = h(t),t € [0,T]

La solucion numérica U del Modelo 4 basada en el MDF queda definida por el sistema no
lineal de ecuaciones algebraicas

+1
urt-ur . UL, — 2UP+UR,
At 1 (Ax)2

conj=1,..m—1;n=0,..,F—1. Se trata de un esquema explicito en la variable
temporal.

Observacion: En [4] se demostrd convergencia para todos los esquemas definidos
anteriormente.

4. CONVERGENCIA.

4.1. Consistencia. Para presentar este concepto se recurrira al Modelo 1. Se reemplazan
sus derivadas de orden uno y dos por sus respectivas identidades de Taylor con lo cual se
obtiene

ulx + h) — 2u(x) + u(x — h) ulx+h) —ulx—h)
h2 - P(x) 2h

h? h?
—qu@) +p() = u® @) - Zu® ) =),
lo cual se puede escribir de modo equivalente como

Lw)(x):= Ly(w)(x) — (x, h) = r(x),

en donde,

u(x + h) = 2u(x) + u(x — h) — (%) ulet h) —ule — h) - q(x)u(x)

h? 2h

Lp(w)(x): =

h? h?
7(x, h): = —p(x) ;u@ )+ Eu(‘*) ().



Al evaluar la anterior identidad en una particion {x;, j = 0, ..., m} se obtiene el vector

T= [r(xo, h), ...,T(xj, h), ey TO0, h)].

Definicion (cf. [2], [3]): el MDF basado en el operador L;, se dice consistente con el
operador L ssi ;li"gllfll = 0, independientemente de la particion {xj}.

4.2. Error. Para una particién dada {x;,j =0,..,m} , y un esquema numerico de
diferencias finitas basado en el operador L, se define el error en el nodo j — ésimo como

ej(h) = U(x;) — u(x;),
con lo cual se define el error global de aproximacion como el vector
e =e(h) = ey e, ..., ....,en|.

Definicion (cf. [2], [3]): el MDF definido por el operador L, se dice convergente a la
solucién u del problema continuo ssi ;linéllell = 0, para toda particion {x]}

4.3. Primer Teorema de Convergencia. Dada una particion {x;,j = 0, ..., m} se definen
los vectores U = [U(xg), ..., U(x,, )] Y U = [u(xy), ..., u(x,,)], los cuales satisfacen los

sistemas de ecuaciones lineales A- U = b,y A- U = b + t (cf. Modelo 1, seccion 3.1 de
este articulo). Restando estos dos Gltimos sistemas se obtiene

A-e=-—t.
Asumiendo que la matriz A es invertible,

e=-A1-1
Tomando norma a ambos lados,

llell < IA7*] - Il

Definicion (cf. [2], [3]): el MDF definido por el operador L, se dice estable ssi existe una
constante C > 0, independiente de h, tal que ||[A71]] < C.

Teorema 1 (Fundamental del MDF, cf. [8]): dado un problema continuo definido por
L(u) = r, y un esquema numérico consistente basado en el MDF a través de L, (U) = r.
Si el método numérico es estable entonces es convergente.

4.4. Segundo Teorema de Convergencia. Se considera la particion P = {(x;,t"),j =
0,..,m;n=0, F} del dominio espacio-temporal de la respectiva EDP. Se definen las
funciones escritas en forma vector columna:



ur=[UMUZ, .. U], u™ = [ulxg, t™), ulxg, t), ., u(x,, tM],
" = [t(xq, t"), (x5, t™), oo, T, t™M)]' Yy E™ = U™ — u™

Lax-R. en su articulo seminal asumen que existe una funcion g tal que los tamafios de paso
espacial y temporal estan relacionados a través de Ax = g(At). Con esta notacion se tienen
las identidades

uttl=pR-u"+d"+At-t"yU™1 =B-U" +d",

para el problema continuo evaluado en los nodos, y el MDF, respectivamente (cf. Modelo
3B, seccion 3.3.2 de este articulo). Note que la matriz B € R™*™, y los vectores d™ €
R™ 1y " € R™*1, dependen solo de At. A partir de estas dos Ultimas identidades,
restando, se obtiene

E"1 =B-E"—At- 1"

Luego de aplicar a esta Gltima igualdad N pasos consecutivos,

N
EN = BN . E© —At-ZBN—"-rn—l.

n=1
Tomando norma

N
I EN I<Il BN ||l E® || +At - Z I BN=™ |- £ I

n=1

A partir de esta Gltima desigualdad, dado que Algm0 | E® |I, por hipdtesis, y

lim max || T% 1 || =0, por la consistencia del MDF, resulta claro que una condicion
At—0 1<nsN

suficiente para que el MDF sea convergente es que el factor ||B™|| permanezca acotado
con independencia de la particion y tamafio de paso temporal. Justamente este es el
contenido y motivacion de la definicion de estabilidad de Lax-R. en [7],

Definicion (cf. [2], [5], [7]): el esquema numérico basado en el MDF del tipo

U™l = B - U™ + d" definido para un problema lineal se dice Lax-R. estable ssi para
cada T > 0, fijo pero arbitrario, existe una constante C; > 0 tal que ||B"|| < Cy, para
cadacadaAt >0yn=1,23,..talesquen-At <T.

Por lo tanto, si ademas se asume que el esquema numérico es Lax-R. estable, se obtiene la
convergencia del MDF. Sin embargo, Lax-R. en su articulo [7] no s6lo mostraron la
suficiencia de la estabilidad Lax-R., sino que ademas también es una condicidn necesaria,
esto es, si el esquema es convergente, entonces también es Lax-R. estable. Este es
justamente el contenido del teorema Lax-R.,

Teorema 2 (Lax-Richtmyer, cf. [2], [5], [7]): un esquema numérico U™! =B - U™ +
d", basado en el MDF aplicado a un problema lineal consistente, es convergente ssi es
Lax-R. estable.



5. CONCLUSIONES

En este articulo se considerd el problema de convergencia del MDF aplicado a una muestra
de EDO y EDP, lineales y no lineales. Especificamente, se consideraron cuatro modelos:
dos EDO de orden dos, una lineal y otra no lineal, y dos EDP de tipo parabolicas, una lineal
y otra no lineal. En los cuatro casos el argumento matematico consistio en la aplicacion
del Teorema Fundamental de Diferencias Finitas el cual establece que si el esquema
numérico basado en el MDF es consistente y estable, entonces es convergente. Como se
sabe la consistencia se obtiene directamente de la aplicacion del teorema de Taylor, por lo
que la mayor parte de la demostracion es para verificar que el esquema numeérico es estable.
Adicionalmente al estudio de convergencia de los cuatro casos ya mencionados en esta
AFE, se enuncian el Teorema Fundamental del Método de Diferencias Finitas y el
Teorema de Lax-R., y para ambos se bosqueja su demostracién. Como se sabe ambos
teoremas se aplican a problemas lineales con condiciones en la frontera, y la diferencia
fundamental entre ambos consiste en la definicion que usan para la estabilidad del esquema
numeérico. En el caso del primer teorema, se establece que la consistencia y la estabilidad
son condiciones suficientes para la convergencia, mientras que en el Teorema de Lax-R.
se establece que la estabilidad es una condicion no sélo suficiente sino también necesaria
para la convergencia. Se debe destacar que en ambos teoremas la definicidn de estabilidad
es distinta, siendo la primera mas general, mientras que la segunda es mas restrictiva y se
denomina estabilidad de Lax-R. Uno de los principales aportes de este trabajo consistio en
hacer una presentacion de los cuatro casos y de los dos teoremas mencionados, con una
notacion matematica unificada y comprensiva para el lector no experto en métodos
numeéricos para ecuaciones diferenciales. En efecto, tal como se puede constatar con
facilidad existe una amplia diversidad notacional para este tema tanto en libros de textos
como en articulos cientificos. Los autores esperan haber logrado de manera satisfactoria
este objetivo pensando fundamentalmente en aplicaciones profesionales que realizan del
MDF cientificos aplicados de distintas especialidades. Finalmente, como proyecciones
futuras de este trabajo se vislumbran la implementacién computacional y comparativa de
los esquemas numéricos analizados, y un debilitamiento de las hipo6tesis matematicas
requeridas para los estudios de convergencia.
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