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Abstract

This work focuses on solving the convection-diffusion-reaction (CDR) transport equation using the
homotopic analysis method (HAM). Two cases are considered in the development of this work. Model
1 refers to the CDR equation with constant diffusion, while model 2 analyzes the CDR equation with
variable diffusion.

The objective of this study is to evaluate the applicability of the HAM method to the classical
CDR equation, identifying strengths and weaknesses of this type of analytical solutions.

As part of this study, the computational implementation of the HAM method is performed, eva-
luating the sensitivity with respect to the parameters that compose the CDR equation, emphasizing
the convergence parameter and the diffusion coefficient.

In order to validate this method, a comparison of the solution of the HAM method with respect to
the solution when working the equation with the Laplace transform is performed.

It is concluded that the HAM method has operational advantages over other classical methods.
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Resumen

Este trabajo se centra en la resolucién de la ecuacién de transporte conveccién-difusién-reaccién
(CDR) utilizando el método de andlisis homotépico (HAM). Se consideran dos casos en el desarrollo
de este trabajo. El modelo 1 hace referencia a la ecuacién CDR con difusion constante, mientras que
el modelo 2 analiza la ecuacién CDR con difusién variable.

El objetivo de este estudio es evaluar la aplicabilidad del método HAM a la clasica ecuacién CDR,
identificando fortalezas y debilidades de este tipo de soluciones analiticas.

Como parte de este estudio se realiza la implementacién computacional del método HAM, evaluando
la sensibilidad respecto a los parametros que componen la ecuacién de CDR, realizando un énfasis en
el pardmetro de convergencia y el coeficiente de difusion.

Para validar este método es que se realiza en una comparaciéon de la solucién del método HAM
respecto a la solucién al trabajar la ecuacion con la transformada de Laplace.

Se concluye que el método HAM posee ventajas operativas respecto de otros métodos clésicos.
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1. Introduccion

En Chile se reportan tres principales fuentes de contaminacién del aire: transporte, actividades
industriales y calefaccion de las viviendas, los cuales emiten distintos gases contaminantes siendo los
principales el ozono (O3), el diéxido de azufre (SO3), 6xidos de nitrégeno, mondxido de carbono
(CO) y el material particulado (MP) [8]. Nuestra regién de La Araucania es una de las ciudades mas
contaminadas, principalmente por el uso de la calefaccién a lefia [2].

Los factores claves que lideran el transporte de contaminantes en el aire son la conveccién, difusién
y reaccién, los cuales para muchas situaciones fisicas y préacticas pueden modelarse a través de una
ecuacién de transporte [16].

Existen muchas soluciones analiticas disponibles en la literatura para resolver la ecuacién de trans-
porte de contaminantes. Las mas comunes para obtener estas soluciones son los métodos de transfor-
mada de Laplace o Fourier [I0].

Este proyecto se centra en el método de andlisis de homotopia HAM (por sus siglas en inglés), el
cual es un método analitico para problemas altamente no lineales, desarrollado por Liao (Liao, 1992,
Liao, 2004). Este método ha sido aplicado para resolver una variedad de problemas no lineales como
por ejemplo asociados con el flujo viscoso de Blasius o la hidromecdnica, etc. [9].

A diferencia de las técnicas de perturbacién el HAM es independiente de cualquier parametro
fisico pequeno/grande: siempre se puede transferir un problema no lineal a un nimero infinito de
subproblemas lineales mediante el método. En segundo lugar, a diferencia de todas las demés técnicas
analiticas, el HAM nos proporciona una forma conveniente de garantizar la convergencia de modo que
es valida incluso si la no linealidad es bastante fuerte. Ademds, basada en la homotopia en topologia,
nos proporciona una libertad extremadamente grande para elegir tipo de ecuacién de los subproblemas
lineales, la funcién base de la solucién, la conjetura inicial, etc., de modo que se puedan resolver
complicados problemas no lineales en las ciencias, finanzas e ingenierfa [9].

El presente informe tiene como objetivo presentar la aplicacién del método HAM a la ecuacién de
conveccién-difusién-reaccién, que en adelante nombraremos como CDR.

En el capitulo 3 se presenta una revisién del método de anélisis homotépico, ademaés de la explicacién
de la transformada de Laplace, pues sera utilizado para realizar la validacién de las soluciones obtenidas.

En el capitulo 4 se expone la etapa de experimentacién que se realizé de manera computacional con
el software Maxima [I8], en donde se efectiia la resolucién de la ecuacién de transporte. Por otra parte,
de manera adicional, un andlisis de sensibilidad de los parametros que estan presentes en la ecuacién

CDR.



2. Objetivos

Objetivo general

Resolver analiticamente la ecuacién de conveccién-difusidn-reaccién con el método HAM

Objetivos especificos

1. Implementar computacionalmente el método HAM para la ecuacion de conveccién-difusion-

reaccion.
2. Evaluar la sensibilidad de la solucion analitica cuando se modifica el coeficiente de difusién.

3. Validar el método HAM con el método de la Transformada de Laplace.



3. Materiales y métodos

3.1. Modelo conceptual
3.1.1. Contaminacién atmosférica

La contaminacién atmosférica es un fenémeno que data desde hace siglos, el cual se vi6é potenciado
con la revolucién industrial y el avance tecnolégico. Existe controversia respecto a la definicién de
Contaminaciéon Atmosférica, la OMS la define como ”la aparicion en el aire de una o varias sustancias
extranas en cantidades y durante periodos de tiempo prolongados como para producir efectos mocivos
sobre el hombre, los animales, las plantas, o las tierras asi como perturbar el bienestar o el uso de los
bienes” [5].

Segun la literatura consultada existen cerca de 3.000 sustancias que pueden considerarse como
contaminantes atmosféricos, los cuales se pueden clasificar segin su origen, la forma en la que se
emiten a la atmosféra, su composicién quimica, composicién fisica y reactividad quimica [15].

Si consideramos la contaminacién ambiental se debe tener en cuenta las condiciones del clima, la
localizacion de los focos, situacion de los receptores, topografia, etc. Existe gran variedad de modelos
con distintos grados de sofistificacién con aplicaciéon a una fuente puntual como lo puede ser una
chimenea, fuente lineal como una carretera o fuentes de drea que considera un gran nimero de fuentes
puntuales [5].

Las distintas partes del sistema donde se produce la contaminacién son los siguientes:

1. Fuentes de emisién: Las cuales pueden ser de origen natural como la erupcién de un volcan,
de origen natural acelerados por la accién humana como un incendio y de origen antropogénico

como las actividades industriales.
2. Transporte: En el caso de la contaminacion del aire consideramos el viento.

3. Transformaciones durante el transporte: Procesos fisicoquimicos como:
a) Difusién: Proceso donde los contaminantes son dispersados a la atmdsfera.

b) Deposicién: Proceso cuando los agentes contaminantes se depositan en la superficie de la

tierra.

¢) Reacciones quimicas: Cambio producido por las condiciones meteorolégicas.

Dando un poco més de contexto a la situacién pais, en Chile se da inicio a la creacién del Ministerio
de Medio Ambiente (ex CONAMA) hace 32 anos donde surgieron las primeras bases para la institu-
cionalidad ambiental. Actualmente Chile para el fenémeno de contaminacién en el aire tiene vigentes

cuatro normativas en cuanto a la calidad del aire las cuales son:



= Revisién de las normas primarias de calidad de aire para mondxido de carbono (CO), ozono (Os)

y diéxido de nitrégeno (NOg)
= Revision Norma de Calidad Primaria para SO,
= Norma Primaria de Calidad Ambiental para MP 2.5
= Establece Norma de Calidad Primaria para Plomo en el aire

Ademss de contar con normas para la emision de contaminantes y planes de descontaminacion en

las regiones del pais més afectadas por este problema medioambiental [14].

3.1.2. Fuentes de emisién

En la teoria de transporte de contaminantes, es conocido que en la atmédsfera existen dos grandes
grupos de contaminantes, tales son: contaminantes primarios y secundarios [5].

Los contaminantes primarios son emitidos por las fuentes de emisién. En tanto que los conta-
minantes secundarios son producidos por las reacciones quimicas y/o por la interaccién entre dos o
mas contaminantes primarios. Ahora, se sabe que muchas de las reacciones quimicas en la atmosfera
restringidas a una ciudad, son reversibles.

Es asi, que en los modelos frecuentemente se considera que solamente existen contaminantes pri-
marios [g].

A fin de formular el modelo, se asume que las fuentes de emisién, emiten una cantidad finita de
contaminantes, cada uno de los cuales se denomina especie o componente, términos que se originan en
quimica o en la teoria de sistemas en matematica.

Los procesos de contaminacién atmosférica comienzan con la emisién de los gases a la atmosfera.
Segun la fuente emisora, en caso de ser primarios podemos tener fuentes méviles (como el transporte
por carretera, aviacién o navegacién) o fuentes fijas (industrias, centrales termicas). Las primeras son
llamadas contaminacién difusa debido a que no se le puede atribuir un foco en concreto. Las segundas
si se pueden cuantificar pues se maneja con mayor precisién su localizacién [8].

Una vez que los contaminantes se encuentran en la atmoésfera, éstos pueden ser transportados por

movimientos horizontales o verticales, dispersados o transformados en otras especies quimicas.

3.1.3. Difusién

La difusién molecular se produce cuando debido a la existencia de un gradiente de concentracién el
soluto migra desde las regiones de mayor concentraciéon hacia las regiones de mas baja concentracion.

La difusiéon molecular es sélo significativa cuando las velocidades son muy bajas, y por tanto puede



ser despreciable en aquellos casos con velocidades normales o altas (Davis et al 1993) []. La difusién
molecular viene descrita por la primera Ley de Fick en estado estacionario.

En general, este término estd relacionado con los procesos turbulentos que producen movimientos
verticales en la atmésfera y por tanto originan una mezcla vertical de contaminantes. Estos procesos
tendran mayor o menor importancia en funcién de ciertos factores meteorolégicos, como son la esta-
bilidad atmosférica (si la atmdsfera es estable los movimientos verticales estardn mds impedidos) o la
altura de capa de mezcla, que indica el espesor de la atmédsfera en el cual se producen los procesos de
mezcla (sila altura de capa de mezcla es alta, los procesos de mezcla vertical se extenderan a una mayor
altura, es decir, los contaminantes se dispersardn mas verticalmente y por tanto en zonas proximas a
la superficie su concentracién serd menor) [12]. Las fuentes de emisién estdn sometidas a fenémenos de
difusién que dependen de las caracteristicas propias de cada emisor. En general las fuentes plantean
problemas de difusién méas en consonancia con la superficie urbanizada, y las fuentes méviles provocan
tanto la emisién de contaminantes como su difusién parcial, al desplazarse y mover las masas de aire
inmediatas [3].

Los rangos tipicos de valores para la difusividad varian ampliamente dependiendo del estado fisico

en el que se encuentre, gas, solido o liquido.

3.1.4. Ley de Fick

La Primera Ley de Fick de la difusién, establece que en una solucién de dos o mas componentes, el
flujo molar (magnitud que expresa la variacién de los moles en el tiempo a través de un drea especifica)
de cualquiera de las componentes es directamente proporcional al gradiente de concentraciéon de esa
especie en ese lugar [7]. Aunque una concentracién més elevada para una especie significa mas moléculas

de ella por unidad de volumen, la concentracién de una especie puede expresarse como:
Flujo de masa= Constante de proporcionalidad x Gradiente de concentracién

Es importante senalar que la concentracién de una especie en una mezcla puede definirse de varias
maneras: como la densidad, la fraccién de masa, la concentracién molar y la fraccién molar [I]. La ley
de Fick nos dice que el flujo difusivo que atraviesa una superfice (J en mol cm?s~!) es directamente
proporcional al gradiente de concentracion %—(;. El coeficiente de proporcionalidad se llama coeficiente

de difusién (D, en em?s71). Por lo que esta ley se escribe:

oC
J=-D-5 (1)

Debido a la naturaleza compleja de la difusién de masa, los coeficientes de difusién suelen determi-

narse en forma experimental. En general los coeficientes de difusién son los més altos en los gases y los



méas bajos en los sélidos. Ademads es importante tener en consideracién que los coeficientes de difusion

aumentan con la temperatura.

3.1.5. La adveccion

A parte de la difusién existen otros mecanismos que proporcionan interaccién entre los distintos
elementos de un medio activo. Cuando el medio es fluido, una de ellas es la presencia de un campo
de velocidades convectivo que como consecuencia produce adveccién. Para ser més precisos, cuando
hablamos de adveccién estamos refiriéndonos a la situacion en la que una particula se mueve con
el fluido, a veces también se habla de adveccién pasiva para enfatizar que dicha particula es tan
sumamente ligera e inerte que lo tnico que es capaz de hacer es precisamente seguir al fluido [3]. Asf,
ajustard su velocidad de forma instantanea a la del fluido que la circunda, por lo que formalmente

podremos escribir:

VPartl’cula: VFluido (2)

La advecciéon combina en un solo término, el viento a gran escala que mueve el aire més cédlido
o frio/seco o himedo de zonas aledanas al sitio de estudio y viceversa, y los gradientes horizontales
de temperatura potencial (Miranda - Garcia, 2019) [II]. Este término, como ya se ha indicado, estd
relacionado con la llegada de contaminante al volumen de estudio procedente del exterior y que entra
transportado por el viento. Del mismo modo se produce una pérdida de material, que sale del volumen
de estudio arrastrado también por el viento. Una mayor intensidad de viento desplazara los contami-
nantes con mayor velocidad y favorecera el transporte. Para resolver este término de la ecuacién es
necesario conocer el campo de velocidades del flujo atmostérico (viento) [12].

Para el caso de una dimensién el transporte advectivo se puede representar como

af of

SV =0 (3)

Donde f(x,t) es la concentracién de la sustancia transportada y V' es la velocidad del viento. Esta
ecuacién en derivadas parciales es lineal, de primer orden con un coeficiente, V' correspondiente a la
velocidad del viento. Con una velocidad del viento constante la solucién de la ecuacion es la traslacion

de la funcién f con una velocidad V' sin cambio de forma.

3.1.6. Ecuacion de transporte CDR

Considerando el volumen de control en la figura 1, tenemos el caso en tres dimensiones AzAyAz

donde J; es el flujo del soluto, p es la densidad, C' la concentraciéon del soluto y 6 el contenido



volumétrico de la solucién. Esto debido a que en el interior del volumen de control ocurren reacciones
quimicas.
Para simplicidad el flujo de gas es sélo en la direccién z. La masa de soluto que entra desde abajo

(en 2) en el intervalo de tiempo t a t + At es

[Masa entrante] = JyAxzAyAt

El flujo entrante al volumen de control considerando las tres dimensiones.

Ji + A
T T (x + Ax,y + Ay, z + Az)
Ay
X v,z+ Az
(oy ) Ax Az
6C + pCy
®
(% y,2) (x+ Ax,y,z)

1

Figura 1: Volumen elemental para la consideraciéon de conservacion de solutos
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El flujo saliente en z = z + Az es

[Flujo de salida] = <J1 + %fAz) Az AyAt
El flujo acumulado en la fase de solucién es
[Cambio en el flujo acumulado en la solucién] = (3(&0)) AtAxAyAz

Finalmente, podria haber una pérdida de soluto por reaccién o cambio a otras fases dada por:

[Pérdida por reaccién] = kAtAxAyAz

.. ., -3 _
Con k un término de reaccién [kgm ~s71].

La entrada neta debe ser igual a los otros tres componentes. Se define C, como la concentracion
de soluto adsorbido (masa del absorbente/masa del suelo)
oJr

—gAa:AyAzAt = {;(90 + pCy) + k} AzAyAzAt

Se define D como el coeficiente de difusién. Luego el reordenamiento y sustitucién de la forma J;

da como resultado

o(6C) 0 (.0C )
ot o: (D 2 _J’C> ~ g (PCa) —k

Si ademads, D es una constante distinta de cero y V' el término convectivo, el resultado es la ecuacién
que se denomina de conveccién-difusion.

oc _C  _aC

ot 022 0z
Sin embargo la ecuacién unidimensional CDR de conveccién-difusion-reaccién dependiente del tiempo

de interés en este estudio es de la siguiente forma:

Donde C' es la concentracién, k es el pardmetro de reaccion y D > 0 es el coeficiente de difusion.



En este informe se presentan dos modelos particulares de la ecuacién CDR:

» MODELO 1: Ecuaciéon CDR con término difusivo D constante.

dc 0?c de

Se considera la condicién inicial y de contorno

c(x,0) = axe™"®
c(0,t) = ae™"
0
(2,1) =0,z — o0
Ox

= MODELO 2: Ecuacién CDR con término difusivo D(t) variable en el tiempo.

2
Oc Dt@c Oc

ot ()ﬁ— %—kc (5)

donde
D(t) = (1—e"")Do + Dy,

con la condicién inicial y de contorno

c(x,0) = ae™b”

e(0,8) = (1 +e7")

O(z,t)
or

=0,z = o0

La resolucién de estos dos modelos sera desarrollado en el capitulo 4 correspondiente a la seccién

de resultados.



3.2. Meétodos Analiticos
3.2.1. Método de Anilisis Homotépico (HAM)

Existen muchos métodos de resolucion analiticos para resolver ecuaciones diferenciales, los cuales
son usados ampliamente en el campo de la ingenieria. Sin embargo el método de andlisis homotépico
HAM ha sido disefiado para resolver ecuaciones diferenciales no lineales [9]. Es en este contexto en

donde presenta algunas ventajas comparativas, entre las cuales estan las siguientes:
-Ausencia de dependencia de pardmetros muy pequenos o muy grandes
-Flexibilidad en la selecciéon de pardametros

-Garantia de convergencia

Para introducirnos en el método es importante conocer algunas definiciones de manera general.

Topologia Una topologia sobre un conjunto x es una colecciéon 7 de subconjuntos de y con las

siguientes propiedades [13]:
1. ¢ y x estdn en 7
2. La unién de los elementos de cualquier subcoleccién finita de 7 estd en 7

3. La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccién finita de 7 estd en 7

Homotopia La homotopia es un concepto matemdtico asociado a la topologia que estudia las pro-
piedades que no cambian o como plantea Munkres [I3], conjuntos topolégicos que son sometidos a
transformaciones. Particularmente es un invariante topoldgico que tiene su uso mas practico en la
revision de propiedades que se mantienen constantes entre si. Un conjunto y para el que se ha definido
una topologia 7 se llama espacio topolégico. De esta forma es mas claro establecer los siguiente:
Definicién:
Si I =10,1] y ademds X e Y son espacios topoldgicos.

Dadas dos funciones fy, f1 : X — Y continuas
H: XxI—=>Y
Es una homotopia de fy a f1 ssi Vo € X
H(z,0) = fo(z) y H(z,1) = fi(z)

Entonces se dice que fp es homotépica a f; a través de H.

Es a partir de esta expresiéon que se considera el trabajo del profesor Liao [9]en el método HAM.

10



Para el planteamiento inicial del método HAM consideramos la siguiente ecuacién diferencial, donde

la funcién c¢(z,t) es su solucién

Nlc(z,t)] =0

donde N es un operador no lineal, y z, t son llamadas variables independientes. Mediante la
generalizacion del método tradicional de homotopia, Liao construye la ecuacion de deformacién de

orden-cero [9]:

(1 —q)L[p(x,t;9) — co(x,1)] = ghH (z, ) N[¢(z, t; q)] (6)

donde ¢ € [0,1] se denomina pardmetro de incrustacién, H en una funcién auxiliar no nula, L
es un operador lineal auxiliar, co(x,t) es una estimacién inicial de c(z,t) y ¢(x,t;q) es una funcién
desconocida, h es el pardmetro de control de la convergencia, nos provee de una herramienta extra que
ayuda a cada orden de aproximacién a converger adecuadamente. Es importante senalar que, se tiene
una gran libertad para elegir objetos auxiliares como H y L en HAM. Obviamente, cuando ¢ = 0 y

q = 1, se obtiene

é(x,t;0) = co
Pz, t;1) = c(z, 1)

Por lo tanto a medida que ¢ aumenta de 0 a 1, la solucién ¢(x,t;q) varfa la aproximacién inicial

co(z,t) ala solucién ¢z, t). Expandiendo ¢(x,t;q) en serie de Maclaurin respecto a ¢ se tiene

+oo
oz, t;9) = co(x,t) + Z em(z,t)g™ (7)
m=1
en donde (cf. teorema 4.1 Liao [9]):
1 0™¢(x,t;q)
em(,t) = %aqubzo

Si el operador lineal auxiliar, la aproximacién inicial, el pardmetro auxiliar A y la funcién auxiliar
se eligen adecuadamente, entonces la serie converge a ¢ = 1 y es posible elegir h [9] de tal modo que

la serie en la ecuacién (4) sea convergente en un intervalo que contenga a ¢ = 1 en cuyo caso:
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que debe ser una de las soluciones de la ecuacién no lineal original, como demostré Liao [9].

Definir el vector

én = {co(z,t), c1(x,t), ..., cn(z,t)}

Diferenciando la ecuaciéon de orden cero respecto al pardmetro de incrustacion ¢ y luego fijando

¢ = 0 y finalmente dividiendo por m! tenemos la llamada ecuacién de deformacién de orden m

L [Cm (xa t) - chm—l(xv t)] = hH(t)Rm(Em—l) (8)
donde
.. 1 9™ Nlg(x,t;q)]
Rm(cmfl) = (m — 1)' 8qm—1 ‘q:O (9)
y
0, m<1,
Xm =
1, m>1.

Hay que destacar que ¢, (x,t)(m < 1) se rige por una ecuacién lineal con las condiciones de contorno
lineales que provienen del problema original, que puede resolverse ficilmente con programas de calculo
simbdlico como Maple, Maxima y Mathematica. Finalmente la solucién analitica por el método HAM

estd dada por la siguiente serie:
oo

clx,t) = Z em(z,t),

m=0

cuya convergencia es posible controlar con el pardmetro h, el cual se obtiene empiricamente desde
la curva h, la cual se define como ¢y(0,1) vs. h. Especificamente, el intervalo de convergencia serd

aquella regién en donde la curva h es constante [9].

Aplicacién a la ecuacién de transporte CDR. Para resolver las ecuaciones (1) y (2), es decir
la solucién parcial por HAM, elegimos la aproximacién inicial. Detalles més especificos se dan en la

seccién de resultados.

co(z,t) = g(x) (10)
y el operador lineal auxiliar
9¢(x,t;q
Lo, 1)) = 222154 1)
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con la propiedad
L[jl=0

Donde j es una constante integral. Ademds, la ecuacién (1) sugiere que definamos el operador no

lineal como

. 2 . )
Nig(x,t; q)] = %%’t ta) po ¢é§2 tq) . v%(g;’*q)

utilizando la definicién anterior, construimos la ecuaciéon de deformacién de orden cero

+ ko (12)

(1 —q)L[¢(x,t;q) — co(w,1)] = ghN[¢(x,t; q)] (13)

y la ecuacién de deformacién de m-ésimo orden con la funcién ¢, (z, t)

L[Cm(xa t) - chm—l(xv t)] = hRnL(gm—l) (14)
con la condicién inicial
Cm,(x; 0) = (15)
donde
. 8Cm_ (3'20m_ 8cm_
Rn(Gn1) = =5, ! ' p s Liv o L b ke (16)

ahora, la solucién de la ecuacién de deformacién de orden m (14) para m > 1 se convierte en

t
e (2,1) = Yoo 1 (2 8) + I / Ron (G 1 )dr + 7, (17)
0

donde la constante de integracién j estd determinada por la condicién inicial en la ecuacién (13).

3.2.2. Transformada de Laplace (TL)

La transformada de Laplace se utiliza, entre otros, para resolver analiticamente ecuaciones diferen-
ciales lineales, ordinarias y parciales. En adelante se refiere a esto como método TL.

En este trabajo se utiliza el método TL para validar la solucién analitica calculada por el método
HAM. Para esto se recurre a la versién propuesta por Simpson, Ellery (2014) [16].

Primero esbozamos cémo este método permite recuperar una funcién simple a partir de su trans-
formada de Laplace sin necesidad de utilizar tablas matematicas ni de calcular numéricamente la
transformada inversa (por ejemplo, De Hoog et al., 1982). Comenzamos considerando una funcién f(¢)

y la transformada de Laplace de dicha funcién, que se define como

C{f(0) = / " ft)etdt 1)
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donde s es el parametro de la transformada de Laplace elegido de forma que la integral impropia

d"f(t) —st
din

converja [16]. Para elecciones adecuadas de f(¢), tales que lim;_, | ] = 0 para todo n, la

aplicacién repetida de la integracién por partes a la ecuacién (1) nos da

2 3
£{f(t)}:§ f(0)+§d=’;(t)+si2d(£go)+si3d£go)+... . @)

La ecuacién (2) conduce al teorema del valor inicial (Ellery et al., 2013)

lm [sL{f(t)}] = £(0), (3)

5— 00

lo que nos permite calcular el valor inicial de la funcién, f(0), directamente a partir de £{f(¢)} sin

necesidad de invertir explicitamente la transformada de Laplace. Podemos extender el teorema del valor

d” f(t)
dtn

inicial haciendo un cambio de variables, sea g(t) = de modo que tengamos limg_,o. [sL{g(t)}] =

9(0). Al volver a plantear este resultado en términos de las variables originales obtenemos

lim [sﬁ{d"f(t) H _ d"f(0)7 (4)

s—00 dem dem

lo que significa que si conocemos la transformada de Laplace de la enésima derivada de una funcion,
podemos evaluar la enésima derivada de esa funcién en ¢ = 0 sin invertir explicitamente la transforma-
da. Como sabemos que la transformada de Laplace de la enésima derivada de una funcién [I5] viene

dada por

dnft N dr— lf
{0} = ety - Z el o)

podemos re-expresar la ecuacién(4) como

d" L
dJ;(LO) — sll{go [5n+1£{f(t)} -5 2 dt%_(lo)snfk ©)

lo que significa que dado £{f(¢)}, podemos calcular todas las derivadas de f(¢) en ¢ = 0. Con esta

informacién podemos entonces construir una serie de MacLaurin

dei ql” ™

Por lo tanto, para una funcién particular f(t), para la cual podemos calcular la transformada de
Laplace, £{f(t)}, podemos reconstruir la funcién usando las ecuaciones (6) y (7). La reconstruccién de
f(t) no depende del célculo de la transformada inversa. Para la aplicacién practica de la representacién

en serie de Maclaurin de f(t), debemos truncar la ecuacién (7) después de n-términos.
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Aplicaciéon del método TL a la ecuacién CDR. Ahora discutiremos cémo aplicar la ecuacién

(6) a un modelo lineal E.D.P. que describe el transporte reactivo de una sola especie, dado por

Oc ¢ Oc
—=D_——-V——k t =h
9 92 5 kO 0<z<oo, t>0, c(z,0) (x), -

¢(0,t) = h(0), lim c(z,t) =0,

donde ¢(x,t) es la concentracién del soluto, = es la coordenada espacial, ¢ es el tiempo, D es la
difusividad, V es la velocidad advectiva, k es el coeficiente de decaimiento y h(x) es la distribucién
inicial del soluto.

Para proceder, podemos calcular la transformada de Laplace de la ecuacién (8) para llegar a

’F F
d’F _Vdi —(k+s)F = —h(x), 0 <z < oo, F(0;s)
da? dx 9)
h(0) .,
=——=, lim F(x;s) =0,
S T—00

donde F(x;s) = L{c(x,t)}. La solucién de esta ecuacién diferencial ordinaria dependerd de la forma
de la condicién inicial, h(z). Por lo tanto, para avanzar en esta etapa consideraremos h(z) = aze %%,
cona > 0yb >0, que es una funcién no monétona de la posicién con un punto de inflexién en
x = 1/b. Este tipo de condicién inicial podria utilizarse para representar la presencia preexistente
de ¢(x,t) dentro del dominio. Con esta eleccién de condicién inicial, la ecuacién (9) puede resolverse

sumando las soluciones homogéneas y soluciones particulares (Kreyszig, 2006; Zill y Cullen, 1992) para

dar

axe~ b

(¢—s)
donde m = [V — \/V2+4D(s+k)]/2D, k+s > 0y ¢ = Db> + Vb — k . En esta etapa, un

—bm)

(10)

enfoque tradicional para resolver este problema seria calcular la transformada inversa de Laplace de la
ecuacién (10) para encontrar una expresién exacta para c(x,t) = L~1{F(x; s)}. Para este problema, sin
embargo, la transformada inversa de la ecuacién (10) no puede obtenerse utilizando tablas matemaéticas.
Ademads, el paquete de software simbdlico Maple tampoco podria calcular una expresién exacta para
la transformada inversa de Laplace. Por lo tanto, es necesario un enfoque diferente.

Para avanzar, podemos combinar nuestra expresién para F(z; s) con las ecuaciones (6) y (7) para

calcular una expresién en serie de potencias para la solucién c(z,t). Los primeros términos O(t°) de
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esta serie de potencias vienen dados por

c(x,t) = axe™ ™ + a(Db?x + Vbx — kx — 2Db — V)e bt

t2
+ ap(Db?x + Vbx — kx — 4Db — 2V)e’b“:§
t3
+ a¢?(DV?x + Vba — kx — 6Db — 3V)e’b””§ (11)
t4

+ a¢®(Db?x + Vbx — kx — 8Db — 41/)6—1”6I

45
+ a¢*(Db*x + Vba — kx — 10Db — L'f)v)e—bacg L Ob

Comparamos el rendimiento de la solucién de la serie de potencias truncada para este problema com-
pardndola con una solucién numérica de la ecuacién (8).

La solucién en serie de potencias, dada por ecuacién (11), es muy sencilla de implementar ya que
tenemos una férmula algebraica explicita para c(x,t) que podemos reevaluar facilmente para diferentes
opciones de D, V', k, a o b para explorar la sensibilidad de la solucion a estos valores de los pardmetros.

En la secciéon Resultados se aplicard este método TL con todos los detalles relacionados.
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4. Resultados

En esta seccién se resuelven analiticamente con el método HAM los modelos de referencia (1) y
(2). El modelo 1 considera un coeficiente de difusién constante, mientras que el Modelo 2 utiliza un
coeficiente de difusién variable dependiente del tiempo. Para el modelo 1 se realiza un completo analisis
incluyendo su validacién con el método clasico TL. Por otro lado, el Modelo 2 también se resuelve con
el método HAM y se pone el acento en la variabilidad de la solucién cuando se modifica el pardmetro
de convergencia h.

Toda la experimentacién computacional de esta seccién se realizé con el software CAS Maxima.
Los cddigos utilizados (elaboracién propia) se encuentran en la seccién de Anexos. Los pardmetros
numéricos utilizados fueron tomados de la publicacién [17].

El objetivo de esta experimentaciéon computacional es evaluar la aplicabilidad del método analitico
HAM a la clésica ecuacién CDR en el contexto del modelado del fenémeno de contaminacién atmosféri-

ca.

4.1. Ecuacion CDR con difusion D constante
4.1.1. Resolucion analitica via método HAM en Maxima

En esta seccién se considera el Modelo 1 el cual se caracteriza por poseer un coeficiente de difusién

D constante, y cuya ecuacién de transporte esta dada por:

dc d?%c dc
afDW—V%fkc 0<z<o0,t>0 (1)

donde c(x, t)[mg - cm ™3] es la concentracién de contaminantes a una distancia z[cm] de la fuente en el
tiempo t[h], D[em? - h=1] es el coeficiente de dispersién, V[cm - h~!] es la velocidad de Darcy y k[h~!]
es la constante del término reactivo.

Se considera la condicién inicial

c(x,0) = aze™® (2)

en la que, a es la concentracién inicial del contaminante, y b es el coeficiente de concentracién. Es
con esta condicion inicial que se lleva a cabo el método HAM, formando una relaciéon de recursividad

como se explicé en el capitulo 3 de esta AFE. Es as{ que obtenemos lo siguiente (m = 1,2, 3, ...):

t 2
_ aCmfl 0 Cm—1 8cm71
em(z,1) —chm,l—l—h/o( 5y D 57 +V B + kcp—1)dr (3)
con
0 m<l1
Xm =
1 m>1
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Por ejemplo, para m = 0 y m = 1 se obtiene
co(z,t) = axe™b” (4)

c1(x,t) = ht(V(ae™ — abe™""z) — D(—2abe " + ab’e™""x) + k(aze™ ")) (5)

Los valores numéricos de los pardmetros utilizados son extraidos de [I7] se presentan en la Tabla

1:

Nombre Fisico Letra | Valor Unidad

Parametro h h -1,1000 -
Coeficiente de difusion D 0,5000 | em?-h~!
Velocidad V.| 02000 | em-h?

Coeficiente de reaccién k 0,0500 ht
Concentracién inicial contaminante a 2,0000 -
Coeficiente de concentracién b 0,0025 -

Tabla 1: Parametros numeéricos del Modelo 1

Los términos de la solucién analitica HAM ingresados en Maxima fueron desde ¢y hasta cjo, sin

embargo para no saturar este apartado es que se deja en Anexos de esta AFE. Por ejemplo:

or(@,t) = (‘11)1) /Ot {;Tco(x,f) - % (;;co(x,7)> +% <;xco(x,r)> + ;)co(x,f)} i (6)

ea(@, 1) = 1 (o, ) + (_ﬁ)l) /Ot {(i_cl(x,T) _ % (;;cl(xﬁ)) +% (ddxcl(wo + 21001(95,7)} dr
(7)

ea(@, 1) = o, 1) + (1101) /Ot {iCQ(I,T) - % @62262(;@,7)) +% (Cicz(x,f)> + 21002(:5,7)} dr

Comparacién preliminar m vs. h. Como primer experimento se muestra la relacién entre el
nimero de términos m considerados en la serie del método HAM, y el pardmetro de convergencia h.
Para h se utilizan los siguientes valores h = —1,1; h = —0,22; h = 0,1 y h = 1,5 los cuales seran
justificados en la siguiente seccion.

Posterior al ingreso de las ecuaciones en el software Maxima se ingresa el cédigo para evaluar en

t = 20 haciendo uso de la relacion de recursividad antes mencionada.
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z0:¢c_0(x,20)

z1l:c_0(x,20)+c_1(x,20)
z2:c_0(x,20)+c_1(x,20)+c_2(x,20)
z3:c_0(x,20)+c_1(x,20)+c_2(x,20)+c_3(x,20)

En la Figura 2 resultante z representa la sumatoria de las concentraciones, en donde z es la suma
de ¢o + c1, es asi que con h = —1, 1 podemos observar que las curvas se van alternando, z0 se ubica en
el peack, mientras que z1 estd posicionada hacia el cuadrante negativo del gréfico.

Para observar con mayor detencién el comportamiento de las curvas es que se realiza una ampliacién
de las ecuaciones utilizadas hasta 28 realizando un zoom a las curvas.

Se visualiza las curvas resultantes manteniendo el z1 en el eje negativo, sin embargo en ambos
graficos de la figura 2 y 3 se aprecia la convergencia de las curvas. Mientras se van agregando términos

z se aprecia como las curvas se van acercando, volviéndose indistinguibles entre si.

300 F | -0 | =

250 z1 — |
—_ z2
=200 - 23 §
S 24
g 10 zs
= 100
>
< 50

e | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
x/(cm)
Figura 2: Grafico zg a z5 obtenido en Maxima con h = —1,1
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c(x,t)/(mg/cm3)

x/(cm)

Figura 3: Grafico zg a zg obtenido en Maxima con h = —1,1

En la figura 4, 5 y 6 es que se puede constatar que el parametro de convergencia h genera una gran
diferencia en el comportamiento de las curvas de la ecuacion de transporte. Para la seleccién de éste

parametro es que se trabaja con la curva h.

300

250
S 200
=
E 150
=100
b3
o

50 j
0
] | ] ] |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
x{(cm)
Figura 4: Grafico zp a z5 obtenido en Maxima con h = —0, 22
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Figura 5: Grafico zp a z5 obtenido en Maxima con h =0, 1
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Figura 6: Grafico zp a z5 obtenido en Maxima con h = 1,5

4.1.2. Curva h

La solucién en serie del método HAM contiene un pardmetro h el cual busca establecer un control

en la convergencia de las soluciones calculadas. Para analizar esta metodologia de la curva h y el

intervalo de control de convergencia es que se grafica ¢;(0,1) en donde
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c(z,t) = co(x,t) + c1(m, t) + ca(z, t) + sz, t) + ca(z, t) + c5(x, t) 9)

cuya grafica en el intervalo [—2,2] se presenta en la figura 7:

10
5L |

-
S oL i
E
o

5L _

-10 | ] | | | ] |

-2 -15 -1 05 0 05 1 15 2

Figura 7: Curva h del Modelo 1: ¢4+(0,1) vs. h

La teoria del método HAM [9] propone que un intervalo de convergencia se puede obtener en
donde la curva h es horizontal. A partir de la Figura 7 se propone el intervalo [—1, 5;0, 3] de manera
preliminar.

Para evaluar el grado de sensibilidad de la curva h a variaciones en los pardmetros fisicos de la
ecuacion gobernante, es que se presentan los graficos correspondientes segin cada parametro.

A modo de aclaracién es importante senalar que para realizar los gréaficos y evaluar la sensibilidad
de la curva h es que se consideran 5 curvas, para cada una de ellas se hace la variacién en el parametro

correspondiente.

4.1.3. Analisis de sensibilidad curva h

Variacién coeficiente de difusiéon. El coeficiente de difusién D se evalua considerando los valores
indicados en el gréafico. El andlisis respecto a lo que ocurre cuando en la curva h aumentamos o
disminuimos los valores numéricos del coeficiente de difusion es que no se produce una mayor diferencia

de estabilidad en la curva.
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10

!
5L |
-
S L. i
E
o
5L _
-10 | ] | I | ] |

-2 -15 -1 05 0 05 1 15 2
h

Figura 8: Variacion coeficiente término difusivo

Variacién de la velocidad. El término convectivo correspondiente a la velocidad en la ecuacién de

transporte su curva no produce mayores alteraciones al evaluar con los valores indicados en el gréfico.

10 l
51 _
2 0L 4
B
ol
5L _
_10 | | | | | | |

2 -15 -1 05 0 05 1 15 2
h

Figura 9: Variacion coeficiente término convectivo

Podemos entonces concluir que de acuerdo al comportamiento de las curvas presentes en el grafico

no se genera una mayor alteracién.
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Variacién término reactivo. El parametro k el cual representa al término reactivo de la ecuacién

de transporte no recibe mayores alteraciones al evaluar numéricamente. Podemos observar en el grafico

siguiente:
10 , !
5L -
S ol |
:bJI
-5 L -
-10 | | | | | ! !

-2 -15 -1 05 0 05 1 15 2

Figura 10: Variacién coeficiente término reactivo

Finalmente, respecto a la variacion de parametros por cada coeficiente a las ecuaciones de concen-
tracién es que no se logra observar una mayor perturbacién en la curva h respecto a los parametros
originales.

Se puede concluir que para h entre [—1,5;0, 3] la serie converge.

4.1.4. Validacion del método HAM con método TL

En esta seccién se valida el método HAM aplicado al Modelo 1, tal como se presentd en la seccién
anterior. Para esto se utilizan los mismos valores numéricos para los pardmetros informados en la tabla
1. No obstante, para mayor claridad, en la tabla 2 se reproducen los mas relevantes.

La metodologia de validacién utilizada consiste en resolver analiticamente el Modelo 1 con el método
cldsico basado en la Transformada de Laplace (TL) y comparar esta solucién con la obtenida con el
método HAM. El método TL utilizado en esta tesis sigue la propuesta [16] cuya principal novedad es
el calculo de la TL inversa a través de un desarrollo en serie de Taylor, cuyos coeficientes se calculan
con la TL de la funcién incégnita. Para mayores detalles revisar la seccién 3.2.2 de este informe.

Como se sabe la ecuaciéon gobernante es:

oC 0*C oC

Ademds definimos:

¢=Db:+Vb—k
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Nombre Fisico Letra | Valor Unidad
Coeficiente de difusion D 5E-01 | em?-h~!
Velocidad \%4 2E-01 | em-h~!
Coeficiente de reaccién k 5E-02 h=1!
Concentracion inicial contaminante a 2E+400 -
Coeficiente de concentracion b 3E-03 -

Tabla 2: Parametros numéricos utilizados para la validacién.

E=¢"%

Los pardmetros extraidos de [I7] en donde los investigadores se sittian en el drea de la hidrologfa, sin
embargo para esta AFE se utilizan los mismos pardametros con el fin de analizar la viabilidad de la
solucién de la ecuacién CDR con el metodo HAM y TL.

Las variables expuestas en esta seccién estan definidas en la seccién 3.2.2, ecuacién (8), al igual

que los pasos para la resolucién de la obtencién de las ecuaciones de concentracién.

a1 : D b’z +Vbr —kx —2Db—V
as : D -b*x + Vbx — kx — 4Db — 2V
as : D -b*x + Vbx — kx — 6Db — 2V

as: D b2z + Vb — kx — 8Db — 2V

Las ecuaciones trabajadas son desde a; hasta ai2. Revisar anexos para mas detalle.
Ahora se puede expresar nuestra expresién como serie de potencias para la solucién de C(z,t) que

viene dada por:

C(z,t) = axe ™ + a(Db*z + Vbr — kx — 2Db — V)e bt

t2

+ ag(Db’z + Vbx — kx — 4Db — 2\/)8*”5

t3
+ a¢?*(Db*z + Vb — kx — 6Db — 3V)e*bl’§ 2)

t4
+a¢®(DV*w + Vb — kx —8Db —2V)e ™"

t5

+a¢! (Dbx + Vbw — ka — 10Db - 4V)e ™" o + O°

Para trabajar en Maxima es que se realiza la siguiente adecuacién con las ecuaciones:

De manera preliminar se establecen los valores numéricos a las variables
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:20;
:1/2;
:1/5;
:1/20;

o o< O

a:2;
b:25/10000;
phi:Dxbxb+v*b-k;

E:exp(-b*x);
Posteriormente se define lo siguiente:

al: Dxb*xbxx+vxb*x—-k*xx-2*xD*b-v;

a2: D*bxb*xx+v¥b*x—k*x-4*D*xb-2%Vv;
a3: Dx*b*b*x+v*b*x—-k*x—6*xD*b-3%*v;
a4d: Dx*b*b*x+v*b*x—-k*xx—8*D*b-4%*v;

ab: Dxb*xbxx+vxb*x-k*x-10*D*xb-5%v;

De esta manera se logra implementar computacionalmente el cédigo en Maxima, realizando la evalua-

cién con las variables ya definidas calculamos:

to :axzE
tl :a-al-E-t
1
o o (1)
1
t3 :a¢2-a3-E~t3-(3!)
1
t4:a¢3-a4-E-t4-(4!)
ts :a¢4-a5-E-t5-(1)
5!

Las expresiones ingresadas fueron considerando hasta un ais y t12 lo cual se encuentra en anexos. La
figura 11 grafica la solucién analitica via método TL en t = 20.

A modo de validacién en la figura 12 se realiza la comparacién entre las soluciones obtenidas por
el método HAM y la transformada de Laplace.

Esta comparacion de las gréficas se realiza para distintos valores de h, es sabido que la TL no
utiliza un pardametro de control de convergencia como lo hace el HAM, por lo que al trabajar con el
h = —1,1 en la figura 12 obtenemos la siguiente grafica en un ¢t = 20.

Al realizar la variacién del pardmetro A podemos observar que ocurren distintos fenémenos.
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Figura 11: Solucién analitica via método TL en ¢t = 20.

Solucién HAM

100 |- Solucion TL ——
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40
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000
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Figura 12: Comparacién solucion HAM vs. TL con h = —1,1

Lo que ocurre con las graficas de las figuras 13, 14 y 15 presentadas nos aclara que aunque nuestra
Curva h nos indique que entre [—1,5;0,3] existe la convergencia, no da lo mismo elegir un valor entre
ese rango.

A partir de los resultados obtenidos en los puntos anteriores nos trazamos el objetivo de obtener
informacion del fenémeno de transporte a partir de la solucién analitica de la ecuacion CDR, por el
método HAM. Este analisis se presenta en las dos siguientes secciones. En la primera se evalia el

impacto de los parametros a y b de la condicién inicial, mientras que en la segunda parte se evalia el
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Figura 13: Comparacién solucion HAM vs. TL con h = —0, 22
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Figura 14: Comparacién solucion HAM vs. TL con h = 0,2

impacto de los coeficientes estructurales de la ecuacion CDR como son D, V' y k. Todos los céalculos

se realizan con el valor h = —1, 1 para el pardmetro de convergencia.
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Figura 15: Solucién analitica HAM y TL con h = 1,5

4.1.5. Analisis de sensibilidad para los parametros a y b

Como se menciona para nuestro modelo 1 de la ecuacion CDR con difusién D constante, nues-
tra condicién inicial con la que damos inicio al estudio con el método HAM en este capitulo, tiene
parametros a y b siendo la concentracién inicial del contaminante y el coeficiente de concentracion
respectivamente. Sin embargo podemos hacer uso de la herramienta de simulacién computacional para
visualizar lo que ocurre con las curvas originales respecto a la variaciéon de cada pardmetro.

Para la evaluacion de estos parametros es que se consideran las ecuaciones de concentracién desde
¢o hasta c¢5 ecuaciones (4),(6),(7),(8) considerando para a y b el reemplazo correspondiente segin los
valores presentados en las Figuras 16 y 17.

Considerando que el valor de referencia utilizado es a = 2 la concentracién alcanza un valor cercano

a los 100[mg - cm ™3], al aumentar el pardmetro a se observa que mientras mayor es la concentracién

inicial del contaminante (a) existe una més alta concentracién en la solucién.
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Figura 16: Variacién parametro a
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Figura 17: Variaciéon parametro b

En el parametro b hace alusion al coeficiente de concentracion, se observa que mientras mas bajo

este coeficiente, entonces es mas baja la concentracion en la solucién.
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4.1.6.

Utilizando el software Maxima se realiza un anélisis respecto a que es lo que ocurre con la ecuacién

Analisis de sensibilidad para los parametros D, V y k

de transporte, efectuando un cambio en los parametros D, V, k.

En la tabla 3 se indican en negrita los valores originales, considerando en D dos valores sobre y

bajo el pardmetro inicial. Respecto a los pardmetros V' y k se considera un valor sobre el parametro

original y tres valores inferiores al inicial.

N° D v k

1 1.00E-08 | 2.00E-02 7.00E-02
2 1.00E-04 | 2.00E-01 | 5.00E-02
3 | 5.00E-01 | 2.00E4+00 | 3.00E-02
4 1.00E-03 | 5.00E400 | 2.00E-02
5 1.00E-02 | 1.00E+01 | 1.00E-02

Tabla 3: Valores numéricos utilizados. En negrilla los valores de referencia.

Variacién parametro D
En la figura 18 correspondiente al coeficiente de Difusion y sus variaciones numéricas en los pardme-
tros, no se observa una alteraciéon mayor en la formacion de la curva, por lo que las concentraciones

presentan poca sensibilidad a la variacién del coeficiente de difusién.

D=5.00E-08

100 D=5.00E-04
~ sl D=5.00E-01 1
2 D=5.00E-03 ——
S 60 D=5.00E-02 —— _
£
= 40
3
S 20

| | | | |

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
x/(cm)

Figura 18: Variacién parametro D
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Variacién parametro V. Al observar el grifico de la Figura 19 podemos visualizar que a mayor

velocidad ocurre un desplazamiento de las concentraciones hacia la derecha del eje x. Efectivamente se

constata que la concentracién es sensible a la velocidad del viento para este fenémeno en particular.

c(x,t)/(mg/cm3)

120 | I
V=2.00E-02 ——
V=2.00E-01 ——
100 - V=1.00E+00 I
V=5.00E+00 —
80 V=1.00E+01

60

40

20

0

0 500 1000 1500 2000 2500
x/(cm)

Figura 19: Variacién parametro V'

3000

Variacién parametro k. El parametro k hace referencia al proceso de reaccién, por ende al consumo

que existe dentro del fenémeno de transporte. En la figura 20 se puede apreciar que a medida que

aumenta el valor de k disminuye la concentracién.

c(x,t)/(mg/cm3)

300

100 L S \
| \
50 I/ \

0 ! ! ——

k=7.00E-02
250 |- k=5.00E-02 — |
k=3.00E-02
200 [/ k=2.00E-02 -
/N k=1.00E-02 ——
150 |/ \ i

0 500 1000 1500 2000
x/(cm)

2500

Figura 20: Variacién parametro k

3000

En términos generales, se puede concluir que este fenémeno de transporte particular representado
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por los valores numéricos utilizados es eminentemente reactivo, convectivo y en menor medida difusivo.

4.2. FEcuacion CDR con difusion D variable

4.2.1. Resolucién analitica via método HAM en Maxima

En esta seccion se considera el Modelo 2, el cual se distingue por un coeficiente de difusién variable

en el tiempo. Especificamente,

Oc D 9%c Oc

donde
D(t)=(1—e"7)Dg + Dp, (4)
con la condicién inicial y las de contorno
c(x,0) = ae™b* (5)
(0,6) = FA+e) (6)
t
8(;; ) =0,z — 00 (7)

donde k es el factor de decaimiento [h!], D,, es el coeficiente de difusién molecular [em? - h=1], r es

un parametro del modelo.

En este caso para el método HAM se define el operador lineal L como

Op(x,t;q)

LW(%RQ)] = ot ’ (8)

mientras que el operador no lineal N se define como

Nlo(e ) = 2EED i PUEED  OUEED) |y g )
La ecuacién de deformacién de orden cero estd dada por
(1= g) L[y = co(z,1)] = ghN[(z, 1t g)], (10)
y la ecuacién de deformacién de orden m
Llem(2,t) = XmCm—1(2,1)] = hRp (cm—1 (2, 1)) (11)
donde
R (cm1(z,1)) = 80’"*871;””5) —D(1) 820m8,;2(:v,t) + vac’"gx(‘”’ D s kemr(wt).  (12)

33



Asi, se obtiene la solucién de la ecuacién (11),

Cm(x,t) = XmCm—1(x,t) + h/o Ry (cm—1(z,7))dT (13)

En particular param =0y m =1

co(z,t) = aeb* (14)
i (,t) = ae " h(kt — b2 (Dt + Do((—=1 4 e~ 71 + 1)) — btV). (15)

Los valores numéricos de los parametros utilizados en los siguientes experimentos computacionales

se informan en la tabla 4, los cuales han sido tomados de [17].

Nombre Fisico Letra | Valor Unidad
Pardmetro del modelo r 0,6230 h
Coeficiente de difusién maxima Dy | 0,0060 | em?-h!
Coeficiente de difusiéon molecular D, 0,0030 | em?-h~1
Factor de decaimiento k 0,0462 ht
Concentracion inicial contaminante a 0,5000 | mg- L7t
Coeficiente de concentracién b 0,0100 cm
Velocidad de conveccién \%4 0,2500 | em-h~!
Tiempo t 1, 5,8 h1
Parametro de convergencia h -1,1000 -

Tabla 4: Parametros utilizados para las ecuaciones de recurrencia de concentracién con coeficiente de

difusién exponencial

Con estos valores la funcién D(t) queda expresada como:

. 3 3
Di#)=(1—e om). — 4 >
() = (=™ 556 * 1000
Anélogamente
cr(z,t) — /t dc(x) D(7) d2c(m)+1 c(:r)+2310(x)d
= -— T) — T -— T — T T T
1(z, 10 L aroW EPSiRUCE 1\ gz 5000 0@

ca(z,t) = C1($,t)+<_1;1> /Ot {(ﬁ_cl(xm) —D(7) <;;201(x,7)> +

e, 1) = cz(x,t)+(_1;1> /Ot {ddTCQ(x,T) _D(r) <;;02(x,7)> 4 (;xCQ(x,T)) 4 5203010@(95,7)}(17

En el capitulo de anexos se podré visualizar las ecuaciones c4 y c5.
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4.2.2. Curva h

Para el Modelo 2 con el coeficiente de difusién dependiente del tiempo es que se realiza computacio-

nalmente la curva h, de esta forma obtenemos el intervalo de convergencia para este caso particular.

10
5L _
-
S ol i
B
o
5L _
_10 | | | | | |
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 21: Curva h del Modelo 2: ¢4(0,1) vs. h

A diferencia del Modelo 1 la curva h correspondiente a este caso particular presenta una orientacién
contraria y un intervalo de convergencia entre [—1,5;2,5].

En lo que sigue se presentan 4 experimentos computacionales, cuyo objetivo es evaluar la aplicabi-
lidad del método HAM al Modelo 2. En este caso no se realiza una validacién del método HAM contra

otro método analitico. No obstante se enfatiza que el método TL también es aplicable al Modelo 2.

4.2.3. Experimento 1

Andlisis de sensibilidad al parametro h. La figura 22 grafica la solucién del Modelo 2 ent =8 y
para tres valores representativos del parametro de convergencia h como son: h = —1,1; h = —0,22; y
h = 0,2, los cuales fueron seleccionados desde el intervalo de convergencia [—1, 5; 2, 5]. Se constatan dos
aspectos relevantes: en primer lugar, las curvas tienden a volverse indistinguibles cerca de h = —1,1
(por esta razén en los siguientes experimentos se utilizard h = —1,1.) En segundo lugar, y quizds lo

mas relevante, es que dentro del intervalo de convergencia se pueden obtener curvas solucién distintas.

4.2.4. Experimento 2

Impacto de m parat =1,5,8. En este experimento se ilustra el impacto del niimero de términos de
la serie HAM para tres instantes de tiempo diferentes. En las figuras 23, 24 y 25 se utiliza la notacién:

zm=cg+cy+ ...+ Cm.

35



0.8 — I T T —
h=-1,10 ——

0.7 - h=-0,22 ——
@ 06 L h=0,20 |
=
=)
S 05+ -
S
5
T

x/(em)
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Figura 23: 20 a zbent =1

De las Figuras 23, 24 y 25 en los distintos instantes de tiempo podemos observar que a medida que

se va aumentando el valor de m lo cual evidencia empiricamente la convergencia de la serie HAM.

4.2.5. Experimento 3

Curvas para distintos instantes de t. Fn este experimento se resuelve el Modelo 2 con h = —1, 1.

La figura 26 presenta la solucién parat=1,t =5y t=28

y1:c0(x,1)+cl(x,1)+c2(x,1)+c3(x,1)+c4(x,1)+cb(x,1);
y2:c0(x,5)+c1(x,5)+c2(x,5)+c3(x,5)+c4(x,5)+c5(x,5);
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Figura 25: z0 a zbent =8

y3:c0(x,8)+c1(x,8)+c2(x,8)+c3(x,8)+c4(x,8)+c5(x,8);

De este grafico se puede concluir que cuando el tiempo ¢ es més bajo, entonces el perfil de concentracién
inicia desde un punto més alto. Si el tiempo es mayor entonces la concentracién es mas baja, debido

a que el término reactivo indica consumo del elemento quimico y no generacién del mismo. El método
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HAM reproduce curvas no lineales para los perfiles espaciales de concentraciéon de contaminantes, que

disminuye con el aumento de la profundidad y se aproxima a un estado estacionario en zonas profundas.

0.5
0.45
0.4
|
= 0.35
£
= 0.3
e
T 025
0.2
0.15 - =
| | | |
0 20 40 60 80 100

x/(cm)

Figura 26: Perfiles de concentracién para t = 1,5, 8.

4.2.6. Experimento 4

Variacién pardmetros funcién D(t). Para esta experimentacion se utiliza un ¢t = 8 y el pardmetro
de convergencia serd h = —1, 1 para mantener el h idéneo encontrado en la ecuacion CDR con difusién
constante. Las graficas obtenidas en las figuras 27,28 y 29 dan cuenta que el Modelo 2 es poco sensible

a la variacion del coeficiente difusivo.

D(t)=(1—e ) Do+ Dy,

Parametro coeficiente de difusion maxima D,
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Figura 27: Variacién parametro difusivo Dy.
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Figura 28: Variacién pardmetro difusivo D,,.

Parametro del modelo r
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Figura 29: Variacién parametro del modelo 7.

5. Conclusiones

En el presente estudio se han resuelto dos casos particulares de la ecuacion diferencial parcial de
transporte CDR con el método analitico HAM. Se consideré una ecuacién CDR con coeficiente de
difusién constante, y otra con coeficiente de difusién variable con dependencia temporal.

El foco de la investigacién estuvo en evaluar la aplicabilidad del método HAM a este tipo de
ecuaciones diferenciales.

Respecto de los objetivos de este trabajo:

1. Se implementé el método HAM con el software CAS Maxima.

2. Se evalio la sensibilidad del método HAM ante cambios en todos los parametros fisico-quimico
relevantes, incluyendo el parametro de convergencia.

En este sentido se ha podido concluir que, en este modelo particular CDR, predomina el consumo
reactivo, luego el transporte por adveccién, y que el transporte por difusion posee un bajo impacto.

3. Se validé el método HAM con el método basado en la transformada de Laplace.

En términos generales se pudo constatar que:

- El método HAM posee una facilidad de uso muy competitiva, lo cual se ve debilitado por el
consumo computacional que involucra el calculo simbdlico de los términos que forman su serie.

- No basta con determinar la regiéon de convergencia calculada a partir de la curva-h, pues distintos
valores de h pertenecientes a esta regién pueden dar origen a distintas soluciones. Por lo tanto, se
requieren elementos adicionales para garantizar la convergencia de la serie HAM.

Finalmente, como continuidad de este trabajo se vislumbra generalizar atin més la ecuaciéon CDR,

como por ejemplo, considerar coeficientes no lineales. Otra direccién de desarrollo seria optimizar la

40



implementacién computacional del método HAM.
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6.

6.1.

6.1.1.

Anexos

Anexos M1

Cédigo método HAM c0 a c8
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3/1/23, 14:35 Z0AZ8

Analisis de Sensibilidad modificando parametro D, VY K
> c0(x,t):=2-x-exp(—25/10000-x);

—25
c0(z,t):=2zexp (mw>

-~ cl(x,t):=—(11/10) - integrate ( diff (cO (x,tau),tau)—(1/2) - diff (cO(x,tau),x,2)+(1/5)-diff (cO(x,tau),x)+(1/20) - cO(x,tau),
> tau,0,t);

1\ [ d 1/ d 1/d 1
cl(z,t):= <—1—0> /0 Tiau c0 (z,tau) — E(dw_z c0 (:c,tau)) + B (E c0 (:c,tau)) + %CO (z , tau)dtau

-~ c2(x,t):=cl(x,t)—(11/10) - integrate (diff (cl (x,tau),tau)—(1/2)-diff(cl (x,tau),x,2)+(1/5) -diff (cl (x,tau),x)+(1/20)-cl(x
> Ltau),tau,0,t);

11 [t d 1/ d? 1/d 1
c2(w,t)::c1(w,t)—ﬁ/0 Mcl(w,tau)—i(wcl(w,tau))+g(acl(x,tau)>+%c1(z,tau)dtau

-~ c3(x,t):=c2(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c2 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (c2(x,tau),x,2)+(1/5)-diff (c2(x,tau),x)+(1/20) -c2(x
> Ltau),tau,0,t);

11 [t d 1/ d 1(4d 1
c3(z,t):=c2(x,t) — E./o Tiau c2(z,tau) — 3 (W c2 (x,tau)) + 3(% c2 (w,tau)) + %c2 (z,tau)dtau

-~ c4(x,t):=c3(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c¢3 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (c3 (x,tau),x,2)+(1/5)-diff (e3(x,tau),x)+(1/20) -c3(x

> Ltau),tau,0,t);

11 [ d 1/ d? 1(4d 1
c4(m,t).7c3(z,t)fﬁ/o mc3(x,tuu)7§(mc3(z,mu)>+E(EC3(m,tau)>+%c3(m,tau)dt(w

-~ c5(x,t):=cd(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c4 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (c4 (x,tau),x,2)+(1/5)-diff (c4(x,tau),x)+(1/20) cd(x
> Ltau),tau,0,t);

1 [ d 1/ d? 1(4d 1
c5(m,t)::c4(z,t)fﬁ/0 mc4(x,tau)7§<mc4(z,tau)>+€(EC4(m,tau)>+%c4(m,tau)dtau

-~ co(x,t):=c5(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c¢5(x,tau),tau)—(1/2)-diff (c5(x,tau),x,2)+(1/5)-diff (c¢5(x,tau),x)+(1/20) c5(x
> Ltau),tau,0,t);

1 [t d 1/ d? 1(d 1
c6(m,t)::c5(m,t)fﬁ ; dtaucS(m,tau)fE WGS(m,tau) +€ Ec5(m,tau) +%c5(m,tau)dtau

-~ c7(x,t):=c6(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c6 (x,tau),tau)—(1/2) - diff (c6 (x,tau),x,2)+(1/5)-diff (c6(x,tau),x)+(1/20) c6(x
> Ltau),tau,0,t);

1 [t d 1/ d? 1(4d 1
c7(m,t).—06(w,t)—ﬁ/o. mcﬁ(m,tau)—§<wc6(m,tau))+§(Ec6(z’,tau)>+%cﬁ(w,tau)dtau
— e8(x.t):=cT(x,t)—(11/10) - integrate ( diff (c7 (x . tau), tau)—(1/2) - diff(c7 (x,tau),x,2)+(1/5)-diff (¢7(x,tau),x)+(1/20) c7(x
> Ltau),tau,0,t);

8(z,t)i=c7(z,t) ”/td 7@ )~ ~(-E et (@ taw) + L (L et (e tan)) + & o7 (o, taw)dt
c8(z,t):=cT(z, Eomc 2, tau) — 5 | —— <7 (e, tau = 55 ¢7 (@ tau 50 <7 (@, tau)dtau

> z1:c0(x,20)+cl(x,20);
z2:¢0(x,20)+cl(x,20)+c2(x,20);
z3:c0(x,20)+cl (x,20)+¢c2(x,20)+c3(x,20);
z4:c0(x,20)+cl(x,20)+c2(x,20)+c3(x,20)+c4(x,20);
z5:¢0(x,20)+cl (x,20)+c2(x,20)+c3(x,20)+c4(x,20)+c5(x,20);
70:¢0(x,20);
76:¢0(x,20)+cl (x,20)+c2(x,20)+c3(x,20)+c4(x,20)+c5(x,20)+c6(x,20):
7z7:¢0(x,20)+cl (x,20)+c2(x,20)+c3(x,20)+c4(x,20)+c5(x,20)+c6(x,20)+c7(x,20);
z8:c0(x,20)+cl (x,20)+c2(x,20)+c3(x,20)+c4(x,20)+c5(x,20)+c6(x,20)+c7(x,20)+c8(x,20);

P 2 P
x%e” 100 Y%e” 00 2% — % 2%e 700 .z
- T e - 200 x%e” 10
22%e T _ 99 | _ 80000 00 00

2 5 10}

u ( e - B 2%e T — ke T . m%e*ﬁ\ . 11 (83349411312 + 45389678400)%e ©

250 T
2 * 5 10 } 25600000000 +2a%e
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6.1.2.

Cédigo para la curva h

46



3/1/23, 14:31 curva h hasta Modelo 1

=-> c0(x,t):=2-x-exp(—25/10000 - x):

-2
c0(z,t) =2z exp (ﬁw)

-~ cl(x,t):=(h)-integrate (diff (cO(x,tau),tau)—(1/2)-diff (cO(x,tau),x,2)+(1/5)-diff(cO(x,tau),x)+(1/20)-cO(x,tau),tau,0,t)

>

ol (z,t) h/tdco(t)1d2c0(t)+1d00(t)+10(t)dt
X = _— rz,tau) — —| ——= x,tau - | — x,tau —C x,tau au
’ o dtau ’ 2 \ dz? ’ 5\ dz ' 20 ’

- c2(x,t):=cl(x,t)+(h) - integrate (diff (cl (x,tau),tau)—(1/2)-diff (cl(x,tau),x,2)+(1/5) -diff (cl(x,tau),x)+(1/20)-cl(x,tau)
> Ltau,0,t);

2(z,t):=cl( t)+h/t d 1(z ,tau) L(& 1(z ,tau) L1 1(z,tau) | + ! 1(z, tau)dt
cz |\ =cl(x cl(z,tau) — —| —= cl(z,tau — | —cl(x,lau —cl(x,lau au
’ ' o dtau ' 2 \ dz? ’ 5 \ dz ’ 20 '

- e3(x,t):=c2(x,t)+(h) - integrate (diff (c2 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (c2(x,tau),x,2)+(1/5) -diff (c2(x,tau),x)+(1/20) -c2(x,tau)
> tau,0,t);

tod 1/ d 1/d 1
c3(z,t):=c2(z,t) + h/o Trau c2(z,tau) — 3 (W c2 (m,tau)) + 3(% c2 (m,tau)) + 0 c2(z,tau)dtau

- cd(x,t):=c3(x,t)+(h) - integrate (diff (c3 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (c3(x,tau),x,2)+(1/5) -diff(e3(x,tau),x)+(1/20) -c3(x,tau)
> tau,0,t);

1/ d® 1 1
c3(z,tau) — —( d 3 (w,tau)) + = <diz c3(z ,tau)) + 0 c3 (z , tau)dtau

¢
c4(x,t)::c3(w,t)+h/ AT 3

o dtau

- eS(x,t):=c4(x,t)+(h) - integrate (diff (c4 (x,tau),tau)—(1/2) - diff(cd4(x,tau),x,2)+(1/5) diff(cd4(x,tau),x)+(1/20) c4(x,tau)
> tau,0,t);

td L[ d? 1(d 1
—cd 4 L (Y (L — 4
ch(z,t):=c (w,t)-i—h/o Jtau © (z , tau) 2<da:2c (w,tau))-ﬁ- 5(d$c (m,tau))-i— 50 © (z , tau)dtau

> f(x,t):=cO(x,t)+cl(x,t)+tc2(x,t)+c3(x,t)+cd(x,t)+c5(x,t);
f(z,t):=c0(z,t)+cl(z,t)+c2(z,t) +c3(z,t) +cd(z,t)+c5(z,t)

> diff (f(x.t).t,2);

(h ((19937412284086473263980h "% + 12 (402801435122651142400000h4 + 302101076341988356800000h3) t?2 46 (48827498922627072000000000h4 + 7324124

- g(x,t):= (h-((19937412284086473263980 - h~4 -t~ 3 + 12 - (402801435122651142400000 - h ~ 4 +302101076341988356800000 - h~3) - t*2+6 - (

- 48827498922627072000000000 - h ~ 4 + 73241248383940608000000000 - h ~ 3 +24413749461313536000000000 - h~2) - t+2 - (

> 1972952794398720000000000000 - h ~ 4 +4439143787397120000000000000 - h ~ 3 4+ 2959429191598080000000000000 - h ~ 2 +
493238198599680000000000000 - h) ) - x +407836453061684281680000 - h~ 4 -t~ 3 + 12 - (6591712354554654720000000 - h ~ 4 +
4943784265915991040000000 - h~3) -t~ 2+ 6 - (599284411298611200000000000 - h 4 + 898926616947916800000000000 - h ~ 3 +
299642205649305600000000000 - h~2) - t+2 - (16143360196608000000000000000 - h ~ 4 + 36322560442368000000000000000 - h ~ 3 +
24215040294912000000000000000 - h ~ 2 + 4035840049152000000000000000 - h') ) - %e ~ (—x/400))/201326592000000000000000000000 + (h - ((
755252690854970892 - h "3 -t~ 2+ 6 - (15258593413320960000 - h ~ 3 + 10172395608880640000 - h~2) - t+2 - ( 924821622374400000000 - h ~ 3 +
1233095496499200000000 - h ~ 2 + 308273874124800000000 - h ) ) - x + 12359460664789977600 - h~3 -t~ 2+ 6 - ( 187276378530816000000 - h ~ 3 +
124850919020544000000 - h~2) - t+2 - ( 7567200092160000000000 - h ~ 3 + 10089600122880000000000 - h ~ 2 4+ 2522400030720000000000 - h') ) - %e ~ (—
x/400))/62914560000000000000000 + (h - ((23841552208314 - h"2 - t+2 - (481677928320000 - h * 2 +240838964160000 - h) ) - x +292619341454400 -
h”2-t+2-(3941250048000000 - h ~ 2 4+ 1970625024000000 - h ) ) - %e ~ (—x /400 ) )/ 32768000000000000 + (h - (501747842 - h - x + 4105468800 - h ) -
%e ™ (—x/400)) /25600000000 ;

g (z,t):= (h((19937412284086473263980h't> + 12 (402801435122(:’»51142400000h4 + 302101076341988356800000h?’)t2 +6 (4882749892262707200000Ci000h4

-> g(0.1)

(h (2(16143360196608000000000000000h* + 36322560442368000000000000000h3 + 2421504029491200000000000000042 + 4035840049152000000000000000h

--> plot2d ([g(0,1)],[h,—2,2].,[y.—10,10], [xlabel,"h" ], [ ylabel, "c_tt (0,1)"]):

[nC : /Users/rossi/ AppData/Local / Temp/mazout22656.gnuplot!)

Created with wxMaxima.
The source of this Maxima session can be downloaded here.
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6.1.3.

Cédigo TL

48



3/1/23, 14:35 TL vs HAM h-1.1

> yise(x);
t:20;
D:1/2;
v:1l/5;
k:1/20;
a:2;
b:25/10000 ;
phi:D-b-b+v-b—k;
E:exp(—b-x);
se(zx)
20
1
2
1
5
1
20
2
1
400
15839
320000
%e T
->al:D*b'b'x+v-b-x—k-x=-2-D-b-v;
15839z 81
320000 400
> a2:D'bb'x+v-b'x—kx—4-D-b-2-v;
a3:D-b-b-x+v:-bx—k:-x—6-D-b-3-v;
a4:D-b-bx+v:-bx—k-x—=8-D'b—-4-v;
a5:D-b-b-x+v-bx-k-x—10-D-b-5"-v;
a6:D-b-b'x+v-bx—-k-x—12-D-b=-6"-v;
a7:D-b-b-x+v-b'x-k-x-14-D-b-7"v;
a8:D-b-b'x+v-bx—-k-x—16-D-b—-8"-v;
a9:D-b-b-x+v-b'x—k-x—18-D-b-9-v;
al0:Db-b-x+v:-b-x—-k-x—-20-D-b—10-v;
all:D-b-b-x+v-b-x—k-x=-22-D-b-11"v;
al2:Db'b-x+v-b-x—kx=-24-D-b—-12"v;
15839z 81
320000 200
715839307&
320000 400
71583917 81
320000 100
15839z 81
320000 80
15839z 24_3
320000 200
15839z 567
320000 400
15839z 81
320000 50
715839.%7729
320000 400
7158399:78_1
320000 40
15839z 891
320000 400
715839.%7243
320000 100

> t0:a-x-E;
tl:a-al-E-t;
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3/1/23, 14:35 TL vs HAM h-1.1

t2:a-phi-a2-E-(t"2)-(1/factorial (2));

t3:a-(phit2)-a3-E-(t"3)-(1/factorial (3))
t4:a-(phir3)-a4-E-(t"4)-(1/factorial (4))
t5:a-(phit4)-a5-E-(t~5)-(1/factorial (5));
to:a-(phi*5)-a6-E-(t"6)-(1/factorial (6));
t7:a-(phi*6)-a7-E-(t~7)-(1/factorial (7))
t8:a-(phir7)-a8-E-(t"8)-(1/factorial (8))
t9:a-(phi*8)-a9-E-(t*9)-(1/factorial (9))

t10:a-(phi”9)-al0 - E-(tA10)- (1/factorial (10)):
tll:a-(phi~10)-all -E-(t~11)-(1/factorial (11));
tl2:a-(phir1l)-al2-E-(t~12)-(1/factorial (12));

—z_
2x%e "

15839z 81\, -
- [ 400
0 < 320000 400 ) Tee

15839 81 — &
15839 (— 330006 — 700) %ee ™

800

15839. 243 —55
250873921 (— 320003 — m)%e 00

38400000

3973592034719 (— 555 — {5) %e ™
2457600000000

62937724237914241 (— ooz _ 8L e~ w0
196608000000000000

996870614204323663199 (— jooos — 233) %e ™ ™
18874368000000000000000

15789433658382282501408961 (— 138392 _ 56T )70 iy

2113929216000000000000000000

250088839715116972539816533279 (— 12802 _ 8L)07,~3io

270582939648000000000000000000000

3061157132247737728058154070606081 (— 128382 _ 120) 070~

38963943309312000000000000000000000000
62740767817671917874713102324329716959 (—1383% _ 8L) 070~

320000
6234230929489920000000000000000000000000000
993751021464105507217580827715058386913601 (138392 _ 891 ) o7~ iv
1097224643590225920000000000000000000000000000000

15740022428969967128819262730178809790324526239 (— 18838 _ 243 ) o0~

210667131569323376640000000000000000000000000000000000

> y=t0+tl +2+t3+ 4+ t5+Ht6+t7 +Ht8+ 9+ t10+t11 +t12;

15839z 81 ) oo _ 15839 (—1o8892 _ 8L yofe o N 250873921 (— 13889 _ 24307~ 3973592034719 (— 35005 — 1o9)*

= 22%e ™ 440 ( — -
se(z) = 2a%e ™ + 0( 320000 400 800 38400000 2457600000000

> yl12:t0+tl + 2+ B3+ t4+t5+Ht6 +Ht7 H 8 +t9 +t10 +t11 +t12;

15839z 81 ) L 15839 (— 13889 _ SLygre—i ., 250873021 (—1s830: _ 23)ore-d 3973592034719 (— 1383 _ BL)oge—diw ,
([ —

_ 5 = 320000 400 320000
320000 400

2r%e 0 +40  —
800 38400000 2457600000000

> c0(x,t):=2-x-exp(—25/10000x):

-2
c0(z,t) =2z exp (ﬁw)

-~ cl(x,t):=—(11/10) - integrate (diff (cO (x,tau),tau)—(1/2) - diff (cO(x,tau),x,2)+(1/5) - diff (cO(x,tau),x)+(1/20)-cO(x,tau),
> tau,0,t);

1\ [ d 1 d? 1(d 1
cl(z,t):= (7ﬁ> /0 mcﬂ(m,tau) - i(W c0 (m,tau)) + g(% c0 (w,tau)) + %CO (z , tau)dtau

-~ c2(x,t):=cl(x,t)—(11/10) - integrate (diff (¢l (x,tau),tau)—(1/2)-diff (cl (x,tau),x,2)+(1/5)-diff (cl(x,tau),x)+(1/20) -cl(x
> Ltau),tau,0,t);
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3/1/23, 14:35 TL vs HAM h-1.1

11 [ d 1/ d* 1(4d 1
2 =cl - — 1 — = —=—=c1 —|(—-cl —cl
c2(z,t):=cl(z,t) 10/0. Ttau © (z,tau) 2(da:2c (m,tau))+ S(dzc (z,tau)>+ 20 ¢ (z, tau)dtau

— c3(x,t):=c2(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c2 (x,tau),tau)—(1/2) - diff (c2(x,tau),x,2)+(1/5)-diff(c2(x,tau),x)+(1/20) c2(x
> Ltau),tau,0,t);

11 [ d 1/ d* 1(4d 1
=c2 - = 2 (e (e — 2
c3(z,t):=c2(z,t) 10/0 Ttau © (z,tau) 2(dm2c (z,tau)>+ S(dwc (z,tau)>+ 20 ¢ (z, tau)dtau

— cd(x,t):=c3(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c3 (x,tau),tau)—(1/2)-diff(c3 (x,tau),x,2)+(1/5)-diff(c3(x,tau),x)+(1/20)-c3(x
> tau),tau,0,t);

1t d 1/ d 1(/4d 1
cd(z,t):=c3(z,t) — EA Tiau c3 (z,tau) — 3 (@ c3 (z,tau)) + 5 (E c3 (:c,tau)) + %CB (z, tau)dtau

-~ c5(x,t):=cd(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c4 (x,tau),tau)—(1/2) - diff (¢4 (x,tau),x,2)+(1/5) - diff (¢4 (x,tau),x)+(1/20) cd(x
> Ltau),tau,0,t);

11 [t d 1/ d 1(/4d 1
ch(z,t):=cd(z,t) — EA Tiau cd (z,tau) — 3 (W c4 (w,tau)) + 5 (E c4 (ac,tau)) + %c4 (z, tau)dtau

->zl:c0(x,20)+cl(x.20):
z2:¢0(x,20)+cl(x,20)+c2(x,20);
z3:¢0(x,20)+cl(x,20)+c2(x,20)+c3(x,20);
z4:¢0(x,20)+cl(x,20)+c2(x,20)+c3(x,20)+c4(x,20);
z5:¢0(x,20)+cl(x,20)+c2(x,20)+c3(x,20)+c4(x,20)+c5(x,20);
70:¢0(x,20);

x%e 400 We’abo (7 £ x%e 300 z_
o ] 2%e 100 — Tl 7 (7 —200
— 80000 100 200 /o€
2z%e W —22 | — + +
2 5 10

+ 22%e "

“ afhe T _ Yee T N 2%e 0 — 2ke T N a%e ™ N 11 (83349411312 + 45389678400)%e ™
2 5 10 25600000000

( afhe M0 _ e W gope 0 — e W oo~y \ 11 (2337957543656999z + 20002142677730400)%e ™ 11 (8334941131z + 45389678400)%
—66 | — + + - +
2 5 10 } 12288000000000000 12800000000

( afte W _ Je M gpe w0 _ e M Loz oo \ 11 (695910201279831022771x -+ 7946121679849581148800)%e 0 11 (2337957543656999a
—88 | - + + + -
2 5 10 } 7864320000000000000000 6144(

ol afe 0 _ Yo T . 2%e 0 — 2e T N 2%e ™ | 11(221468695876892195776416559x + 3115913691749284257059844000) %e ™ . 11(695¢
2 5 10 6291456000000000000000000000

—Ea
2z%e " 10

> z1(0);
22(0);
z3(0);
z4(0);
z5(0);
z0(0);

. z‘?{ufﬁ _ %Eﬁ Q%E’ﬁ _ M m(ye*ﬁ
(Zz%em —22 ( 80000 3 L 5 2+ 010 (0)

(u%e*fw) (0)

-~ plot2d ([z5,t0+tl + 2+ 3+t4 +tS+t6+t7+t8+t9+tl0+t11 +t12],[x,0,3000], [style, [points, 1,2, 1],[lines,1,1]],[legend, "Solucion
> HAM", "Solucion TL" ]) ;

[nC : /Users/rossi/ AppData/Local | Temp/mazout24684.gnuplot!]

Created with wxMaxima.
The source of this Maxima session can be downloaded here.
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6.1.4.

Analisis sensibilidad

52



3/1/23, 14:32 MODIFICACION PARAMETRO A

> c0(x,t):=2-x-exp(—25/10000-x);

%errorWarning: Can set maxima’s working directory but cannot change it during the maxima session :

—25
c0(z,t):=2zexp (m$>

-~ cl(x,t):=—(11/10) - integrar ( diff (c0 (x,tau),tau)—(1/2) diff(cO(x,tau),x,2)+(1/5) - diferencia (c0 (x,tau),x)+(1/20)-c0(x,tau)

> Ltau,0,t);

11\ [ d 1/ d 1/d 1
1 = —— — | — — — —
cl(z,t) ( 10) /0 pT— c0 (z, tau) 5 (d:c2 c0 (a:,tau)) + 5 <dz c0 (cc,tau)) + 30 c0 (z , tau)dtau

-~ c2(x,t):=cl(x,t)—(11/10) - integrar ( diferencia (cl (x,tau),tau)—(1/2) - diferencia (cl (x,tau),x,2)+(1/5) - diff (cl (x,tau),x)+(1/
> 20)-cl(x,tau),tau,0,t);

11 [ d 1/ d? 1/d 1
c2(:c,t)::c1(w,t)—ﬁ/0 Mcl(w,tau)—a(wcl(w,tauo+g(ac1(ac,tau)>+%c1(x,tau)dtau

-~ c3(x,t):=c2(x,t)—(11/10) - integrar ( diferencia (c2 (x,tau),tau)—(1/2) - diferencia (c2 (x,tau),x,2)+(1/5) - diff (c2(x,tau),x)+(1/
> 20)-c2(x,tau),tau,0,t);

11 [t d 1/ d? 1(4d 1
c3(z,t):=c2(z,t) — E./o Tiau c2 (z,tau) — 3 (W c2 (x,tau)) + E(E c2 (w,tau)) + %CQ (z, tau)dtau

-~ cd(x,t):=c3(x,t)—(11/10) - integrar ( diferencia (c3 (x,tau),tau)—(1/2) - diferencia (¢3 (x,tau),x,2)+(1/5) - diff (c3 (x,tau),x)+(1/
> 20)-c3(x,tau),tau,0,t);

11 [t d 1/ d 1(4d 1
c4(m,t).7c3(x,t)fﬁ/o Mc?)(x,tau)fi(mc?)(x,tau))+E(EC3(z,mu)>+%c3(a:,tau)dtau

-~ eS5(x,t):=c4(x,t)—(11/10) - integrar ( diferencia (c4 (x,tau),tau)—(1/2) - diferencia (c4 (x,tau),x,2)+(1/5) - diff (c4(x,tau),x)+(1/
> 20)-c4(x,tau),tau,0,t):

11t d 1/ d* 1(d 1
t):=c4 t) — — —c4 %, — = —=c4 t, —|—=—c4 t —c4 tau)dt
c5(z,t):=cd(z,t) /0 pr (z,tau) 2<dm20 (z, au)>+5(dxc (z, au)>+20c (z,tau)dtau

—>z1:c0(x,20)+cl(x,20);22:c0(x,20)+cl (x,20)+c2(x,20);2z3:c0(x,20)+cl(x,20)+c2(x,20

)+c3(x,20);

7z4:¢0(x,20)+cl (x,20)+c2(x,20)+c3(x,20)+c4(x,20);
z5:¢0(x,20)+cl (x,20)+c2(x,20)+c3(x,20)+c4(x,20)+c5(x,20);
70:¢0(x,20);

- 5 H
2%e 100 Yoe 100 2% —d00 _ z%e 10 _z
e T e -5 x%e” 10
2z%e T — 22 | — 5000 00 00

2 * 5 10

- / e . 2%e W0 — ke M . z%e*ﬁ\ . 11 (83349411312 + 45389678400)%e ™ 2V
2 5 10 } 25600000000 ’

2 + 5 10 12288000000000000 12800000000

66 ( afe ™ _ %e W g0pe~wo _ ae W N z%e "0 ) 11 (2337957543656999z + 20002142677730400) %e ~ L u (83349411312 + 45389678400)%

2 5 10

7864320000000000000000 6144(

e ( afe B He W N 2%e 0 — ale T N z%eﬁ) . 11(69591020127983102277 1z + 7946121679849581148800)%e ™ 11 (2337957543656999a

+

2 5 10 6291456000000000000000000000

110 ( ahe M0 Yie 10 . 2%e 0 — ale T0 z%eﬁ) ~ 11(221468695876892195776416559z + 3115913691749284257059844000) %e ™ | 11 (695¢

—z_
22%e 0

> z1(0):
z2(0):
z3(0);
74 (0):
z5(0):
20 (0):
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3/1/23, 14:33 MODIFICACION PARAMETRO B

> c0(x,t):=2-x-exp(—25/10000-x);

—25
c0(z,t) =2z exp (ma}>

-~ cl(x,t):=—(11/10) - integrate (diff (cO (x,tau),tau)—(1/2) - diff(cO(x,tau),x,2)+(1/5) - diff (cO(x,tau),x)+(1/20)-cO(x,tau),
> tau,0,t);

1\ [t d 1(d 1(d 1
cl(z,t):= (7ﬁ> /0 mcﬂ(m,tau) - E(W c0 (m,tau)) + g(% c0 (:c,tau)) + %CO (z , tau)dtau

-~ c2(x,t):=cl(x,t)—(11/10) - integrate (diff (¢l (x,tau),tau)—(1/2)-diff (cl (x.,tau),x,2)+(1/5)-diff (cl(x,tau),x)+(1/20) -cl(x
> Ltau),tau,0,t);

1 [ d 1/ d? 1(4d 1
c2(m,t)::cl(x,t)fﬁ/0 mcl(x,tuu)fg(ﬁcl(x,tauv+g(acl(m,tau)>+%c1(m,tau)dtau

-~ c3(x,t):=c2(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c2 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (c2(x,tau),x,2)+(1/5)-diff (c2(x,tau),x)+(1/20) c2(x
> Ltau),tau,0,t);

1 [ d 1/ d? 1(4d 1
c3(z,t):=c2(z,t) — ﬁ/o Tian c2(z,tau) — 3 (W c2 (a:,tau)) + 3 (E c2 (x,tau)) + %c2 (z,tau)dtau

-~ c4(x,t):=c3(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c¢3 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (c3 (x,tau),x,2)+(1/5)-diff (c3(x,tau),x)+(1/20) c3(x
> Ltau),tau,0,t);

1 [ 1/ d* 1 1
c4(m,t)::c3(z,t)fﬁ/o %ci&(z,tau)7§<j—$203(x,tau)>+€(d;ic3(z',tau)>+%c3(m,tau)dtau

- c5(x,t):=cd(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c4 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (c4 (x,tau),x,2)+(1/5)-diff (c4(x,tau),x)+(1/20) cd(x
> Ltau),tau,0,t);

11 d

¢ 1/ d? 1(4d 1
—cd e B e Y (L —c4
c5(z,t):=cd(z,t) 10/0. Jtau © (z,tau) Q(dmzc (m,tau))+ S(dzc (z,tau)>+ 20 © (z, tau)dtau

> z1:c0(x,20)+cl(x,20);
72:¢0(x,20)+cl(x,20)+c2(x,20);
z3:¢0(x,20)+cl(x,20)+c2(x,20)+c3(x.20):
z4:c0(x,20)+cl(x,20)+c2(x,20)+c3(x,20)+c4(x,20);
z5:¢0(x,20)+cl(x,20)+c2(x,20)+c3(x.20)+c4(x,20)+c5(x.,20);
z0:c0(x,20);

.z oz _ - x
z%e 100 %he 100 2%e "0 — z%zeoozxoo 2%
2 5 10

—E 30000 100
2z%e” W — 22 (

2%e 0 _ %e 0 —17 _ a%e 00 .z .z
a4 (_ 20000 00 2%e T — EAL n z%e” ™ ) " 11 (8334941131x + 45389678400)%e ™ +2w%eiﬁ

2 5 10 25600000000

o6 afie I _ %e M 90pe~ 0 _ alie B N 2%e” 11 (2337957543656999z + 20002142677730400) %e ~ | 11(83349411312 + 45389678400)%
2 5 10 12288000000000000 12800000000

2 5 10 B

.8 afe 0 Ye W . 2%e W — e 0 N a%e T . 11(695910201279831022771 + 7946121679849581148800)%e ™ 11 (23379575436569992
7864320000000000000000 6144(

+ 6291456000000000000000000000

o ( athe T Yie 10 . 2%e 0 — ale T0 x%e‘ﬁ) 11 (221468695876892195776416559z + 3115913691749284257059844000)%e L 11(695¢
2 5 10

2z%e” W0

->z1(0);
z2(0);
z3(0);
74 (0);
z5(0);
z0(0);

z z%e’ﬁrn _ %e’ﬁ 2%e—ﬁ _ z%e’ﬁ —E
(zm%em — 929 ( 80000 5 100 + - 200 i m%fo (O)
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3/1/23, 14:33 PARAMETRO D

0.1 D1=(5/1000000000)
> 0 (x.t):=2-x-exp(—25/10000 x):

%errorWarning: Can set maxima’s working directory but cannot change it during the maxima session :

—25
c0(z,t):=2zexp (mw)

-~ cl(x,t):=—(11/10) - integrate ( diff (c0 (x, tau ), tau ) —(5/100000000 ) - diff (O (x,tau),x,2)+(1/5) diff (cO(x,tau),x)+(1/20) cO(x
> ,tau),tau,0,t);

ol (z,t):= (L /t 4 0(e,tau) — — P 0@ o) + L (L 0 (2, taw)) + L o0z, tau)dt
©YENT10) o dtaw T T 100000000 \ dez © VT ) T E g © VT ) T g O Rematat

-~ c2(x,t):=cl(x,t)—(11/10) - integrate ( diff (cl (x,tau),tau)—(5/100000000 ) - diff(cl (x,tau),x,2)+(1/5) -diff (cl (x,tau),x)+(1/20
> )-cl(x,tau),tau,0,t);
11 [ d d
c2(z,t):=cl(z,t) — 5 (

1/d 1
— ——cl t - —=cl t —| —-cl t —cl t dt
10/, dau 1% ~ To5000000 \ 22z < (@ “u)> t3 (dw cl(@, a“)) + 5g ¢l (@, tau)dau

-~ e3(x,t):=c2(x,t)—(11/10) - integrate ( diff (c2 (x,tau),tau)—(5/100000000) - diff (c2 (x,tau),x,2)+(1/5) -diff (c2(x,tau),x)+(1/20
> )-c2(x,tau),tau,0,t);

3(z,8)=c2( t)fll/t 4 o (e, tau) — —> P o) + (L 2z taw)) + L 2 (e, tau)ds
c3(z,t):=c2(z, TOOMC @, tau) — Jomeenagn \ g7 €2 (@ tau 5\ g c2 (e, tau 30 €2 (@, tau)dtau

-~ cd(x,t):=c3(x,t)—(11/10) - integrate ( diff (c3 (x,tau),tau)—(5/100000000) - diff (3 (x,tau),x,2)+(1/5) diff(c3(x,tau),x)+(1/20
> )-c3(x.tau),tau,0,t);

cd(z,t):=c3(z,t) —

11 [t d 5 d?
dz 20

1/d 1
10 ), Jtau c3(m,tau)7m Wc?;(m,tau))+g<—c3(m,tau))+—C3(m,tau)dtau
- eS(x,t):=c4(x,t)—(11/10) - integrate ( diff (c4 (x,tau),tau)—(5/100000000 ) - diff (c4 (x,tau),x,2)+(1/5) diff(c4(x,tau),x)+(1/20
> )-c4(x.tau),tau,0,t);

5(z,1) 4(t)11/td4(t) 5 P (e tan)) + 2 (Lea (e, tan)) + = cd (o, tau)dt
C T = C: xr —_ — —- C xr au) — ——————————— | ——= ¢ T ,tau — | —C x,ltau — C T ,tau au
' ’ 10 J, dtau ’ 100000000 \ dz2 ’ 5 \ dz ' 20 ’

- c6(x,t):=c5(x,t)—(11/10) - integrate ( diff (c5 (x,tau),tau)—(5/100000000) - diff (¢S (x,tau),x,2)+(1/5) diff(cS(x,tau),x)+(1/20
> )-c5(x.,tau),tau,0,t);

1 [t d 5 d? 1/d 1
cﬁ(z,t)::c’é(ac,t)fl—o | mcﬂm,tuu)fm W&ﬁ(z,tau) +§ Ec5(m,tau) +2—0c5(z,tau)dtau

— c7(x,t):=c6(x,t)—(11/10) - integrate ( diff (c6 (x,tau),tau)—(5/100000000) - diff (c6 (x,tau),x,2)+(1/5) - diff (c6(x,tau),x)+(1/20
> )-c6(x,tau),tau,0,t);

11 t 2
c7(z,t):=cb(z,t) — d > <d d

1 1
10 ), dtau c6 (z,tau) — 100000000 \ 222 c6 (:v,tau)) + 5 (% c6 (m,tau)) + % c6 (z, tau)dtau

—~ c8(x,t):=cT(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c7 (x,tau),tau)—(5/100000000 ) - diff (¢7 (x,tau),x,2)+(1/5) diff (¢7(x,tau),x)+(1/20
> )-c7(x,tau),tau,0,t);

c8(z,t):=cT(z,t) — 11 /t d c7 (z,tau) — > @ c7 (z,tau) | + L(d c7(z,tau) | + ! c7 (z, tau)dtau
T ’ 10 J, dtau ’ 100000000 \ dz2 ’ 5\ dz ’ 20 ’

— c9(x,t):=c8(x,t)=(11/10) - integrate ( diff (c8 (x, tau ), tau)—( 5/ 100000000 ) - diff (c8 (x,tau),x,2)+(1/5) - diff (¢8 (x,tau),x)+(1/20
)-c8(x,tau),tau,0,t);

\

. 11 [t d 5 d 1/d 1 P
c9(a:,t).708(:c,t)—1—0 | dtauCB(w,tau)—m WcS(z,tau) +g ECS(z,tau) +2—0c8(w,tau) tau

> dl:c0(x,20)+el (x,20)+¢c2(x.20)+e3(x,20)+cd(x,20)+0c5(x,20)+c6(x.20)+c7(x,20)+c8(x.20)+c9(x,20);

ros [ S — S e e gy )
\ 20000000 5 10 }

— (11 (42926650876698733831930599216550625946652579914232005581170795718859917661"

> d1(0):
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3/1/23, 14:34 PARAMETRO V
0.1 V1=(1/50)

> 0 (x.t):=2-x-exp(—25/10000 x):

%errorWarning: Can set maxima’s working directory but cannot change it during the maxima session :

—25
c0(z,t):=2zexp (mw)

-~ cl(x,t):=—(11/10) - integrate (diff (cO (x,tau),tau)—(1/2) - diff (cO(x,tau),x,2)+(1/50) -diff (cO(x,tau),x)+(1/20)-cO(x,tau),
> tau,0,t);

t 2
cl(z,t):= (—%) /o d c0 (z,tau) — % (% c0 (w,tau)) + 5—10 (% c0 (ac,tau)) + 2—10 c0 (z , tau)dtau

dtau i

-~ c2(x,t):=cl(x,t)—(11/10) - integrate (diff (cl (x,tau),tau)—(1/2)-diff (cl (x,tau),x,2)+(1/50) - diff (cl (x,tau),x)+(1/20)-cl(
> Xx,tau),tau,0,t);

1 [t d 1/ d 1(d 1
c2(ac,t).7cl(w,t)fﬁ/0 mcl(w,tau)fi(wcl(w,tau))+%<%cl(w,tau))+%c1(x,mu)dtau

-~ c3(x,t):=c2(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c2 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (2 (x,tau),x,2)+(1/50) - diff (c2(x,tau),x)+(1/20) c2(
> x,tau),tau,0.,t);

11 [t d 1(d 1(d 1
C3(z,t).7c2(m,t)fm/0 md(m,tau)fg(md(m,tau))+E<%c2(m,tau))+2—OC2(z,tau)dtau

-~ c4(x,t):=c3(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c¢3 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (c3 (x,tau),x,2)+(1/50) - diff (c3(x,tau),x)+(1/20) c3(
> Xx,tau),tau,0,t);

11 [t d 1/ d® 1/(4d 1
cd(z,t):=c3(z,t) — E/o Trau c3(z,tau) — 3 (W c3 (m,tau)) + %(E c3 (m,tau)) + 0 c3 (z , tau)dtau

-~ c5(x,t):=cd(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c4 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (c4 (x,tau),x,2)+(1/50) - diff (c4(x,tau),x)+(1/20) cd(
> Xx,tau),tau,0,t);

1t 1/ d® 1 1
c5(z,t)::c4(m,t)fﬁ/0 %M(m,tau)fg(%d(m,tau))+%(%c4(m,tau))+%c4(z,tau)dtau

-~ co(x,t):=c5(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c¢5(x,tau),tau)—(1/2) - diff (c¢5(x,tau),x,2)+(1/50) diff (c¢5(x,tau),x)+(1/20) ¢c5¢(
> Xx,tau),tau,0,t);

11 [t d 1/ d? 1/d 1
c6(z,t).—c5(m,t)fﬁ/0 mc'{)(m,tau)fg(wcﬂx,tau))+E<Ec5(a:,tau))+%c5(z,tau)dtau

—~ c7(x,t):=c6(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c6 (x,tau),tau)—(1/2) - diff (c6(x,tau),x,2)+(1/50) diff (c6(x,tau),x)+(1/20) c6(
> x,tau),tau,0,t);

11 [t d 1/ d? 1/d 1
c7(z,t):=cb(z,t) — E/o Tiau c6 (z,tau) — 3 (W c6 (m,tau)) + E(% c6 (m,tau)) + 0 c6 (z, tau)dtau

— 8(x,t):=c7(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c7 (x,tau),tau)—(1/2) - diff (¢7 (x,tau),x,2)+(1/50) - diff (c7 (x,tau),x)+(1/20)-¢c7(
> x,tau),tau,0,t);

2

1 d 1
7(z ,tau)) + = (— c7(z ,tau)) + 30 c7 (z, tau)dtau

11 [t d 1/ d
c8(w,t)::c7(m,t)—ﬁ/0 Md(m,tau)—E( o

dx? ¢

— 9(x,t):=c8(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c8 (x,tau),tau)—(1/2) - diff (c8 (x,tau),x,2)+(1/50) diff(c8(x,tau),x)+(1/20) c8(
> x,tau),tau,0,t);

11 [t d 1/ d 1/d 1
c9(z,t):=c8(z,t) — ﬁ/o pr— c8(z,tau) — 3 (W c8 (:c,tau)) + %<% c8 (:c,tau)) + 30 c8 (z, tau)dtau

> 1100 (x,20)+el (x,20)+¢2(x.20)+c3(x,20)+cd(x,20)+0c5(x,20)+c6(x.20)+c7(x,20)+c8(x.20)+c9(x,20);

(o - S e g
—198 | — 3 + 50 + 10 } — (11 (4517065091371479321560651996717673298407093216143z + 1154925018723394536078

> v1(0);
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3/1/23, 14:34 PARAMETRO K
0.1 K1=(7/100)

> 0 (x.t):=2-x-exp(—25/10000 x):

%errorWarning: Can set maxima’s working directory but cannot change it during the maxima session :

—25
c0(z,t):=2zexp (mw)

-~ cl(x,t):=—(11/10) - integrate (diff (cO (x,tau),tau)—(1/2) - diff (cO(x,tau),x,2)+(1/5) -diff (cO(x,tau),x)+(7/100)-cO(x,tau),
> tau,0,t);

1\ [t d 1/ d? 1/d 7
cl(z,t):= (_ﬁ> /0 - c0 (z,tau) — 3 (W c0 (w,tau)) + 5 (E c0 (ac,tau)) + mco (z,tau)dtau

-~ c2(x,t):=cl(x,t)—(11/10) - integrate (diff (cl (x,tau),tau)—(1/2)-diff (cl (x,tau),x,2)+(1/5) -diff (cl (x,tau),x)+(7/100) - cl(
> Xx,tau),tau,0,t);

1 [t d 1/ d 1(d 7
c2(z,t):=cl(z,t) — E/o pr— cl(z,tau) — 3 (W cl (z,tau)) + E(% cl (x,tau)) + 100 cl (z,tau)dtau

-~ c3(x,t):=c2(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c2 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (c2(x,tau),x,2)+(1/5)-diff (c2(x,tau),x)+(7/100) - c2(
> x,tau),tau,0.,t);

11 [t d 1(d 1(d 7
C3(z,t).7c2(m,t)fm/0 md(m,tau)fg(md(m,tau))+E<%C2(:ﬂ,tau))+mc2(z,tau)dmu

-~ c4(x,t):=c3(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c¢3 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (c3 (x,tau),x,2)+(1/5)-diff (e3(x,tau),x)+(7/100)-c3(
> Xx,tau),tau,0,t);

1 [t d 1/ d? 1/d 7
cd(z,t):=c3(z,t) — 0 /() Trau c3(z,tau) — 3 (W c3(z ,tau)) + 5 <% c3(z ,tau)) + 100 c3 (z , tau)dtau

-~ c5(x,t):=cd(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c4 (x,tau),tau)—(1/2)-diff (c4 (x,tau),x,2)+(1/5)-diff (c4(x,tau),x)+(7/100) - c4(
> Xx,tau),tau,0,t);

1t 1/ d® 1
c5(z,t)::c4(m,t)fﬁ/0 %M(m,tau)fg(%d(m,tau))+g<%c4(m,tau))+%c4(z,tau)dtau

-~ co(x,t):=c5(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c¢5(x,tau),tau)—(1/2) - diff (c¢5(x,tau),x,2)+(1/5)-diff (c¢5(x,tau),x)+(7/100) - c5(
> Xx,tau),tau,0,t);

11 [t d 1/ d 1/d 7
c6(z,t).—c5(m,t)fﬁ/0 mc'{)(m,tau)fg(wcﬂx,tau))+g<d—$c5(;v,tau))+mc5(z,tau)dtau

—~ c7(x,t):=c6(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c6 (x,tau),tau)—(1/2) - diff (c6(x,tau),x,2)+(1/5) - diff (c6(x,tau),x)+(7/100) - c6(
> x,tau),tau,0,t);

11 [t d 1/ d? 1(/d 7
c7(z,t):=cb(z,t) — E/o Tiau c6 (z,tau) — 3 (W c6 (m,tau)) + E(% c6 (:v,tau)) + 100 c6 (z, tau)dtau

— 8(x,t):=c7(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c7 (x,tau),tau)—(1/2) - diff (¢7(x,tau),x,2)+(1/5) diff (c¢7(x,tau),x)+(7/100)-¢c7(
> x,tau),tau,0,t);

2

7(z ,tau)) + 1 (i c7(z 7mu)) + T c7 (z, tau)dtau

11 [t d 1/d
cs(w,t)::c7(m,t)—1—0/0%07(”””&““)_5( 5\ de 100

dx? ¢

> kl:e0(x,20)+cl (x,20)+c2(x.20)+c3(x.20)+cd(x,20)+c5(x.20)+c6(x,20)+c7(x.20)+c8(x.20):

(o — S e S e &)
—-176 | — 2 + 5 + 50 } + (11 (1025264250488798002195097026822652843863677x + 165490330153440674104137894

-> f;

> k1(0);

0.2 k2=(1/20)
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6.2.

6.2.1.

Anexo M2

Cédigo método HAM c0 a c5

58



3/1/23, 15:03 VARIACION COEFICIENTE DIF

(%il) D(t):=(1—exp(—t/(623/1000)))(3/500)+(3/1000);

—t 3 3
D(t):—(lexp( )>—+—
OIS 500 1000

(%i2) cO(x.t):=1/2-exp(—1/100-x):

c0(z,t):= %exp (%x)

(%i3) cl(x,t):=—(11/10) - integrate ( diff (cO (x,tau),tau)—(D (tau)) - diff (cO(x,tau),x,2)+(1/4) - diff (cO(x,tau),x)+(231/5000)-cO(
X,tau),tau,0,t);

11 td d? 1/d 231
=== _ - = 0 (z . tau)dt
cl(z,t) ( 10 ) A n c0 (z , tau) — D(tau) ( 3 c0 (z, tau)) + ( c0 (z, tau)) + 5000 c0 (z, tau)dtau

(%i4) c2(x.,t):=cl(x.,t)—(11/10) - integrate (diff (cl (x.,tau),tau)— (D (tau))-diff (cl (x.tau),x,2)+(1/4) diff (cl (x,tau),x)+(231/
5000) - cl(x,tau),tau,0,t);

t
c2(z,t):=cl(z,t) — 11 / cl (z, tau)dtau
0

2 1/d 231
o cl (z,tau) — D(tau) (% cl(z ,tau)) + 7 (d— cl(z, tau)) +

dtau T 5000

(%i5) e3(x,t):=c2(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c2 (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (c2 (x,tau),x,2)+(1/4) - diff(c2(x,tau),x)+(231/
5000) - c2(x,tau),tau,0,t);

2 1/d 231
c2 (z,tau) — D(tau d—c2 z,tau) | + —( == c2(z,tau) | + —— c2(z, tau)dtau
dz? 5000

3@ ) =2t - L [
eE =Tt =9y |, 4\ dz

dtau

(%i6) c4(x,t):=c3(x,t)—(11/10) - integrate ( diff (c3 (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff(c3(x,tau),x,2)+(1/4) diff(c3(x,tau),x)+(231/
5000) - c3(x,tau),tau,0,t);

2

1 [t d d 1/d 231
cd(z,t):=c3(z,t) — E/o Do c3 (z,tau) — D(tau) (W c3(z ,tau)) + 1 (E c3 (z,tau)) + =000

c3 (z, tau)dtau

(%i17) eS(x.,t):=c4(x.,t)—(11/10) - integrate (diff (c4 (x.,tau),tau)— (D (tau)) - diff (c4(x.tau),x,2)+(1/4) - diff (c4(x,tau),x)+(231/
5000) - c4(x,tau),tau,0,t);

1 [t
c5(w,t)::c4(w,t)—ﬁ/
0

dtau 4 \ dz

4z taw) — Ditaw) (Lo ca @ taw) ) + (L cd (o, tan) ) + 2L et (o, tow)dt
cd(z,tau au dwzc x,tau cd(z,tau 5000 T, tau)dtau
(%i13) z0:c0(x,8);

zl:c0(x,8)+cl(x,8);

z2:c0(x,8)+cl(x,8)+c2(x,8);

z3:c0(x,8)+cl(x,8)+c2(x,8)+c3(x,8);

74:c0(x,8)+cl(x,8)+c2(x,8)+c3(x,8)+cd(x,8);

z5:¢0(x,8)+cl(x,8)+c2(x,8)+c3(x,8)+cd(x,8)+c5(x.8);

Toe T
2
2000 __z__ 8000
1869%e 100 (1747964000%e 623 —1869)%e 100628
%e T 11 { 15000000000 10000000000
(]
2 10
S0 __z__ 8000
1869% T (1747964000%5 o ,1869)%5 - 3000
%e T 10000000000 10000000000 - )
e 5 + (11(225885477061078176771%¢ — 277462860601542%¢ ™ + 38424771%¢ % ) %he T 20) /

11 sitaullpositive, negativeorzero?lpositive;

o\ 2000 o 2000 ta N\ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au’ (%em) 1 2184955816736179000tau (%em) 1 18690003493161 (%em) — 8167361
5 tau \ 2000 tau \ 2000 _tau \ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au (%e 623) 1 2184955816736179000tau (%e 623) 1 18690003493161 (%e m) 8167361
y 2000 e\ 2000 o\ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 525143118722750000¢au (%eW) 1 21849630984097969000tau (%eW) 1 18690038424771 (%e # ) — 898409

e \ 2000 e \ 2000 e 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au’ (%eﬁ) 1 2184955816736179000tau (%eéﬁ) 1 18690003493161 (%eET) 8167361

1747964000%e 655 —1869 ) %e 10 625
. _
1869%e 100 ( °5 ) e

% —& 33 (10000000000 10000000000
([

> + (11 (225885477061078176771%e* — 277462860601542%e % + 38424771%e 8 ) %e 0 26) /1

2 10
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6.2.2.

Cédigo para la curva h
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3/1/23, 14:50 curva h Modelo 2

)
(°)

1000
—(h) - integrate ( diff (cO (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (cO(x,tau),x,2)+(1/4) - diff (cO(x,tau),x)+(231/5000) cO(x,tau),

> D(t):=(1—exp(—t/(623/1000)))-(3/500)+(3/1000);

D(t):= (1 — exp (

1
c0(z,t):= Pl

RN
500

3
1000

> c0(x.t):=1/2-exp(—1/100 x):

100"
cl(x,t):=
tau,0,t);

2

231
% c0 (z, tau) 3

5000

)G

dx

cl(z,t):=(—h) /0 c0 (z, tau) — D(tau) ( c0(z, tau)) + c0 (z, tau)dtau

dtau

c2(x,t):=cl(x,t)—(h) - integrate (diff (cl (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff(cl (x,tau),x,2)+(1/4) diff(cl (x,tau),x)+(231/5000) ¢

(x.tau),tau,0,t);

¢ d? 1/d 231
2 =cl — —cl -D —cl —|—=-rcl ——cl
c2(z,t):=cl(z,t) h/o Jtau © (z ,tau) (taw) (d;vz c (z,tau)) +3 (dm c (z,tau)) + 5000 © (z,tau)dtau
3 (x.t):=c2(x.t)—(h)-integrate (diff (c2 (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (c2 (x,tau).x,2)+(1/4) diff (c2 (x.tau),x)+(231/5000)- c2
> (x,tau),tau,0,t);
c3(z,t):=c2(z t)—h/t c2 (z ,tau) — D(tau) d—2c2 (z, tau) -5—l ic2 (z,tau) | + 231 c2 (z, tau)dtau
T ’ o dtau ’ dz? ’ 4 \ dz ’ 5000 ’
— ch(x,t):=c3(x,t)—(h)-integrate (diff (3 (x,tau), tau)— (D (tau)) - diff (c3 (x,tau).x,2)+(1/4) diff (¢3 (x.tau),x)+(231/5000) - c3
> (x,tau),tau,0,t);
cd(z,t):=c3(z,t) —h/t c3 (z,tau) — D(tau) (d—z c3(z tau)> -5—1(i c3(z tau)) + 231 c3 (z, tau)dtau
T ’ o dtau ’ dz? ’ 4 \ dz ’ 5000 ’
—5(x.t):=cd(x,t)—(h)-integrate (diff (¢4 (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (c4 (x,tau).x,2)+(1/4) diff (c4(x.tau),x)+(231/5000)- c4

(x,tau),tau,0,t);

2 d

= c4 (z,tau)

c4 (z, tau)dtau

cS(cc,t)::c4(:c,t)—h/(; c4(z,tau)—D(tau)< d

TaT cd(z, tau)) +
T

1 n 231
4

dtau 5000

> f(x,t):=cO(x,t)+ecl(x,t)+c2(x.t)+c3(x,t)+cd(x,t)+c5(x,t):
f(z,t):=c0(z,t)+cl(z,t)+c2(x,t)+c3(x,t)+cd(z,t)+cb(z,t)

> diff (F(x.t).t.2);

n1sitipositive, negativeorzero?!positive;
n1sttaullpositive, negativeorzero?positive;

tau
623

e 2000 2000 e\ 2000
96defau1tRefusnlgtofactor;mﬂynonnal47740283520250000tau2(9ze%ﬁ) +—2184955816736179000tau(96e ) 4—18690003493161(96e%ﬁ) — 8167361’

au \ 2000 au \ 2000 au \ 2000
96defau1tRefushagtofactor;mﬂynonnal47740283520250000tau2(9ée%ﬁ) +—2184955816736179000tau(9ée%ﬁ) +—18690003493161(96e%ﬁ) — 8167361}

200C

u

au \ 2000 au \ 2000 a
%dﬁmdemmgmfmmrmmmmmm4W4m&mmmammhmw(%ﬁﬁ) +2ma%%uwmrmmmmm4%eﬁ) —2m45mmmmmmmmm4%e%)

tau \ 200
623 )
20

tau 00
ﬁﬁ) 4—2184955816736179000tau(96e

0 au \ 2000 au \ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000tau> + 2184955816736179000tau (%6273) + 18690003493161 (%BET“) — 8167361"

taw \ 2000 taw \ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000tau> m) + 18690003493161 (%em) — 8167361"

(%e
(%e
tau \ 2000 tau \, 2000 ta \ 2000
96defauhﬂieﬂuﬁngtofactor[xﬂynonﬁal47740283520250000tau2(9%6“3) +—2184955816736179000tau(966“3) +—18690003493161(966“3) 8167361
9 tau \ 2000 tau \ 2000 tau \ 200C

%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000Atau (96eﬁﬁ) 4—2184955816736179000htau(96eﬁﬁ) 472184955000000000000tau(9%eﬁﬁ)

v \ 2000 v \ 2000 tae 2000
96defauhﬂzeﬁugngtofactor;xﬂynonnal47740283520250000tau2(9éeaﬁ) +f2184955816736179000tau(96655) +718690003493161(96eﬁﬁ) — 8167361"

g16529

623

%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000g16529> (%e
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6.2.3.

Analisis sensibilidad
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3/1/23, 15:07 d(t) DO variable

> D(t):=(1—exp(—t/(623/1000)))-(3/500)+(3/1000);

—t 3 3
D(t):= (1 — exp (—)) —+ —
D23 500 = 1000

1 -1
c0(z,t):= 5 exP (mm)

- cl(x,t):=—(11/10) - integrate ( diff (cO (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (cO(x,tau),x,2)+(1/4)-diff (cO(x,tau),x)+(231/5000) cO(x,
> tau),tau,0,t);

> c0(x.t):=1/2-exp(—1/100 x):

1\ ff 2 1 231
cl(z,t):= (7E) /(; dttzizu c0 (z , tau) — D(tau) <% c0 (z,tau)) + 1 (% c0 (z,tau)) + % c0 (z, tau)dtau

- e2(x,t):=cl(x,t)—(11/10) - integrate (diff (cl (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (cl (x,tau),x,2)+(1/4)-diff (cl (x,tau),x)+(231/5000
> )-cl(x,tau),tau,0,t);

1 [t od d? 1/d 231
2 :=cl - — 1 -D —cl —|—=—rcl —cl
c2(z,t):=cl(z,t) 10 /0 T (z,tau) (tau) (dz2 c (:v,tau)) *t3 (dw c (z,tau)) + 5000 © (z , tau)dtau

—~ c3(x,t):=c2(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c2 (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (c2 (x,tau),x,2)+(1/4) - diff (c2(x,tau),x)+(231/5000
> )-c2(x,tau),tau,0,t);

c2 (z , tau)dtau

10 dtau 4

d 231
4 2zt
2@ au)) * 5000

c3(z,t):=c2(z,t) — 11 /Ot d 2 (z , tau) — D(tau) (dd—;c2(m,tau)>+l(

— cd(x,t):=c3(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c3 (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (3 (x,tau),x,2)+(1/4) diff (¢3 (x,tau),x)+(231/5000
> )-c3(x,tau),tau,0,t);

c3 (z, tau)dtau

t 2
cd(z,t)=c3(z,t) - %/0 dttziw 3 (z,tau) — D(tau) (% c3(z ,tau)) + %(di.lz' c3(z ,tau)) + 52()3010

-~ eS(x.t):=c4(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c4 (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (c4 (x.tau),x,2)+(1/4) - diff (c4 (x,tau),x )+ (231/5000
) cd(x,tau),tau,0,t);

\

¢ 2
c5(z,t):=cd(z,t) — u /0 dt(fzu c4 (z,tau) — D(tau) (% cd(z ,tau)) + %(d;dw cd(z ,tau)) + % c4 (z, tau)dtau

=->z5:c¢0(x,8)+cl(x.8)+c2(x,8)+c3(x,8)+cd(x.8)+c5(x.8):

n1sitaullpositive, negativeorzero?positive;
) tau \ 2000 tau \ 2000 tau \ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au (%e ) + 2184955816736179000tau (%e ) + 18690003493161 (%e ) — 8167361
i ) o (o tm 2000 tau\, 2000 tau\ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au (%e ) + 2184955816736179000¢au (%e ) + 18690003493161 (%e ) — 8167361

tau

e\ 2000 e\ 2000 2000

%defaultRefusing to factor polynomial 525143118722750000¢au2 (%eéTs) + 2184963984097969000tau (%eéTs) + 18690038424771 (%e ﬁ) — 898409
9 tau 2000 tau 2000 tau 2000

%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au (%e 623) + 2184955816736179000¢au (%e 623) + 18690003493161 (%e m) — 8167361"
o\, 2000 2000 s\ 2000

%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000tau> (%em) + 2184955816736179000¢au (%em) + 18690003493161 (%em) — 8167361"
5 tau \ 2000 tau \ 2000 tau \ 2000

%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au (%e m) + 2184955816736179000¢au (%e 623) + 18690003493161 (%e m) — 8167361

2 tau \ 2000 tau \ 2000 taw \ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 525143118722750000tau (%em) + 2184963984097969000au (%em) + 18690038424771 (%em) — 898409

o\ 2000 o\ 2000 tae 2000
%defaultRefusingtofactorpolynomial47740283520250000tau2(%em) +2184955816736179000tau(%em) +18690003493161(%em) — 8167361"

g15659 \ 20 g15659 \ 200
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000g15659% [ %e ™~ o= + 2184955816736179000g15659 [ %e~ = + 18690003493161 | %

g15659 \ 2% g15659 \ 2%
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000g15659% | %~ @ + 2184955816736179000g15659 | %e = + 18690003493161 %,

file:///C:/Users/rossi/OneDrive/Escritorio/ TESIS MMA/CODIGOS MAXIMA/CODIGOS ANEXOS/MODELO 2/d(t) DO variable.html 118



3/1/23, 15:10 d(t) Dm variable

> D(t):=(1—exp(—t/(623/1000)))-(3/500)+(3/1000);

—t 3 3
D(t):= (1 — exp (—)) —+ —
D23 500 = 1000

1 -1
c0(z,t):= 5 exP (mm)

- cl(x,t):=—(11/10) - integrate ( diff (cO (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (cO(x,tau),x,2)+(1/4)-diff (cO(x,tau),x)+(231/5000) cO(x,
> tau),tau,0,t);

> c0(x.t):=1/2-exp(—1/100 x):

1\ ff 2 1 231
cl(z,t):= (7E) /(; dttzizu c0 (z , tau) — D(tau) <% c0 (z,tau)) + 1 (% c0 (z,tau)) + % c0 (z, tau)dtau

- e2(x,t):=cl(x,t)—(11/10) - integrate (diff (cl (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (cl (x,tau),x,2)+(1/4)-diff (cl (x,tau),x)+(231/5000
> )-cl(x,tau),tau,0,t);

1 [t od d? 1/d 231
2 :=cl - — 1 -D —cl —|—=—rcl —cl
c2(z,t):=cl(z,t) 10 /0 T (z,tau) (tau) (dz2 c (:v,tau)) *t3 (dw c (z,tau)) + 5000 © (z , tau)dtau

—~ c3(x,t):=c2(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c2 (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (c2 (x,tau),x,2)+(1/4) - diff (c2(x,tau),x)+(231/5000
> )-c2(x,tau),tau,0,t);

c2 (z , tau)dtau

10 dtau 4

d 231
4 2zt
2@ au)) * 5000

c3(z,t):=c2(z,t) — 11 /Ot d 2 (z , tau) — D(tau) (dd—;c2(m,tau)>+l(

— cd(x,t):=c3(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c3 (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (3 (x,tau),x,2)+(1/4) diff (¢3 (x,tau),x)+(231/5000
> )-c3(x,tau),tau,0,t);

c3 (z, tau)dtau

t 2
cd(z,t)=c3(z,t) - %/0 dttziw 3 (z,tau) — D(tau) (% c3(z ,tau)) + %(di.lz' c3(z ,tau)) + 52()3010

-~ eS(x.t):=c4(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c4 (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (c4 (x.tau),x,2)+(1/4) - diff (c4 (x,tau),x )+ (231/5000
) cd(x,tau),tau,0,t);

\

¢ 2
c5(z,t):=cd(z,t) — u /0 dt(fzu c4 (z,tau) — D(tau) (% cd(z ,tau)) + %(d;dw cd(z ,tau)) + % c4 (z, tau)dtau

=->z5:c¢0(x,8)+cl(x.8)+c2(x,8)+c3(x,8)+cd(x.8)+c5(x.8):

n1sitaullpositive, negativeorzero?positive;
) tau \ 2000 tau \ 2000 tau \ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au (%e ) + 2184955816736179000tau (%e ) + 18690003493161 (%e ) — 8167361
i ) o (o tm 2000 tau\, 2000 tau\ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au (%e ) + 2184955816736179000¢au (%e ) + 18690003493161 (%e ) — 8167361

tau

e\ 2000 e\ 2000 2000

%defaultRefusing to factor polynomial 525143118722750000¢au2 (%eéTs) + 2184963984097969000tau (%eéTs) + 18690038424771 (%e ﬁ) — 898409
9 tau 2000 tau 2000 tau 2000

%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au (%e 623) + 2184955816736179000¢au (%e 623) + 18690003493161 (%e m) — 8167361"
o\, 2000 2000 s\ 2000

%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000tau> (%em) + 2184955816736179000¢au (%em) + 18690003493161 (%em) — 8167361"
5 tau \ 2000 tau \ 2000 tau \ 2000

%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au (%e m) + 2184955816736179000¢au (%e 623) + 18690003493161 (%e m) — 8167361

2 tau \ 2000 tau \ 2000 taw \ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 525143118722750000tau (%em) + 2184963984097969000au (%em) + 18690038424771 (%em) — 898409

o\ 2000 o\ 2000 tae 2000
%defaultRefusingtofactorpolynomial47740283520250000tau2(%em) +2184955816736179000tau(%em) +18690003493161(%em) — 8167361"

g15659 \ 20 g15659 \ 200
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000g15659% [ %e ™~ o= + 2184955816736179000g15659 [ %e~ = + 18690003493161 | %

g15659 \ 2% g15659 \ 2%
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000g15659% | %~ @ + 2184955816736179000g15659 | %e = + 18690003493161 %,
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3/1/23, 15:11 d(t) r variable

> D(t):=(1—exp(—t/(623/1000)))-(3/500)+(3/1000);

—t 3 3
D(t):= (1 — exp (—)) —+ —
D23 500 = 1000

1 -1
c0(z,t):= 5 exP (mm)

- cl(x,t):=—(11/10) - integrate ( diff (cO (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (cO(x,tau),x,2)+(1/4)-diff (cO(x,tau),x)+(231/5000) cO(x,
> tau),tau,0,t);

> c0(x.t):=1/2-exp(—1/100 x):

1\ ff 2 1 231
cl(z,t):= (7E) /(; dttzizu c0 (z , tau) — D(tau) <% c0 (z,tau)) + 1 (% c0 (z,tau)) + % c0 (z, tau)dtau

- e2(x,t):=cl(x,t)—(11/10) - integrate (diff (cl (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (cl (x,tau),x,2)+(1/4)-diff (cl (x,tau),x)+(231/5000
> )-cl(x,tau),tau,0,t);

1 [t od d? 1/d 231
2 :=cl - — 1 -D —cl —|—=—rcl —cl
c2(z,t):=cl(z,t) 10 /0 T (z,tau) (tau) (dz2 c (:v,tau)) *t3 (dw c (z,tau)) + 5000 © (z , tau)dtau

—~ c3(x,t):=c2(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c2 (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (c2 (x,tau),x,2)+(1/4) - diff (c2(x,tau),x)+(231/5000
> )-c2(x,tau),tau,0,t);

c2 (z , tau)dtau

10 dtau 4

d 231
4 2zt
2@ au)) * 5000

c3(z,t):=c2(z,t) — 11 /Ot d 2 (z , tau) — D(tau) (dd—;c2(m,tau)>+l(

— cd(x,t):=c3(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c3 (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (3 (x,tau),x,2)+(1/4) diff (¢3 (x,tau),x)+(231/5000
> )-c3(x,tau),tau,0,t);

c3 (z, tau)dtau

t 2
cd(z,t)=c3(z,t) - %/0 dttziw 3 (z,tau) — D(tau) (% c3(z ,tau)) + %(di.lz' c3(z ,tau)) + 52()3010

-~ eS(x.t):=c4(x,t)—(11/10) - integrate (diff (c4 (x,tau),tau)— (D (tau)) - diff (c4 (x.tau),x,2)+(1/4) - diff (c4 (x,tau),x )+ (231/5000
) cd(x,tau),tau,0,t);

\

¢ 2
c5(z,t):=cd(z,t) — u /0 dt(fzu c4 (z,tau) — D(tau) (% cd(z ,tau)) + %(d;dw cd(z ,tau)) + % c4 (z, tau)dtau

=->z5:c¢0(x,8)+cl(x.8)+c2(x,8)+c3(x,8)+cd(x.8)+c5(x.8):

n1shtaullpositive, negativeorzero?lpositive;

tau \ 2000 tau \ 2000 taw \ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au? (%eﬁ) + 2184955816736179000tau (%eﬁ) + 18690003493161 (%eﬁ) — 8167361

tau \ 2000 tau \ 2000 tau \ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au> (%em) + 2184955816736179000¢au (%em) + 18690003493161 (%em) — 8167361

tau

e\ 2000 e\ 2000 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 525143118722750000¢au2 (%eéTs) + 2184963984097969000tau (%eéTs) + 18690038424771 (%e ﬁ) — 898409
20
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000tau>
200

tau 00 tau \ 2000 tau \ 2000
(%em) + 2184955816736179000¢au (%em) + 18690003493161 (%em) — 8167361"
tau 0 tau \ 2000 taw \ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000tau> (%em) + 2184955816736179000¢au (%em) + 18690003493161 (%em) — 8167361"

au \ 2000 au \ 2000 au \ 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000¢au> %eﬁ) +2184955816736179000tau(%eéTs) +18690003493161(%8373) — 8167361

ra \ 2000 o \ 2000 ta 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 525143118722750000tau2(%BW) +2184963984097969000mu(%em) +18690038424771(%em) — 898409

o\ 2000 o\ 2000 tae 2000
%defaultRefusingtofactorpolynomial47740283520250000tau2(%em) +2184955816736179000tau(%em) +18690003493161(%em) — 8167361"

g15659 \ 20 g15659 \ 200
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000g15659% [ %e ™~ o= + 2184955816736179000g15659 [ %e~ = + 18690003493161 | %

15659 15659

2000 2000
%defaultRefusing to factor polynomial 47740283520250000g156592 <%e 62365) + 2184955816736179000g15659 <%e 023 ) + 18690003493161 (%1
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