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Abstract

Generalized finite difference method (GFDM) has turned out to be a good option
as a method for solving partial differential equations numerically speaking. This method
belongs to meshless methods family and it allows to work with explicit and implicit schema
on irregular domains. Discretization over these domains may consist in an arbitrary point
distribution.

Richard’s equation is a non linear partial differential equation that includes a differ-
ential operator with parabolic and elliptic components. Non linear terms in this equation
are often hard to deal analitically, so there are few works presenting analitical solutions
in the sorrounding literature.

This work presents a direct application of generalized finite difference method on
Richard’s equation exposing computational results performed with Matlab. Codes be-
long to the author itself. Results are compared with analitical solutions given by other
researchers.
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Resumen

El método de diferencias finitas generalizadas (GFDM) ha demostrado ser una buena
opcion como método de resolucién numérica de ecuaciones en derivadas parciales. Este
método pertenece a la familia de meshless methods y permite trabajar esquemas explicitos
e implicitos de resolucién en dominio irregulares. La discretizacion de estos dominios puede
realizarse con distribuciones de puntos de forma arbitraria.

La ecuacion de Richards es una ecuacion diferencial parcial de tipo no lineal con un
operador diferencial que tiene partes parabdlicas y elipticas. Los términos no lineales
presentes en esta ecuacion hacen que sea dificil de tratar de forma analitica generalmente,
de modo que existen pocos trabajos que presentan soluciones analiticas en la literatura
circundante.

Este trabajo presenta una aplicacién directa del método de diferencias finitas gene-
ralizadas (GFDM) a la ecuacién de Richards, exponiendo resultados de experimentos
computacionales realizadas en Matlab, a partir de cédigos propios realizados por el au-
tor de este manuscrito. Se comparan los resultados obtenidos con soluciones analiticas
proporcionadas por algunos investigadores en otros trabajos.
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1 Introduccion

En el campo de la Hidrologia, el estudio del flujo de aguas subterrdaneas [1] es un tema de
gran importancia, ya que lleva a modelar el movimiento de aguas en napas y acuiferos [2].
La compreNsiéon de este fendmeno se utiliza potencialmente para detectar posibles eventos de
caracter catastrofico para los ecosistemas como deslizamientos de tierra o inundaciones.

En este contexto, L.A. Richards en [5] presenta una ecuacion derivada de la ecua-
cién de continuidad y la ley de Darcy que modela el flujo de liquidos en medios porosos no
saturados. La ecuacién de Richards es una ecuacién no lineal de segundo orden y es conocida
por ser dificil de tratar analiticamente debido a los fuertes componentes no lineales que posee
en sus términos. Si bien lo usual es tratar la ecuacion de forma numérica por las razones
antes mencionadas, hay trabajos como los de Hayek [20] y Broadbridge [21] que presentan
soluciones analiticas en ciertos casos. En este contexto, estos trabajos son una buena referen-
cia de comparacion al utilizar esquemas de resolucién numérica para resolver la ecuaciéon de

Richards.

El método de diferencias finitas generalizadas es un método de aproximacién de
derivadas mediante esquemas de diferencias finitas. La caracteristica de generalizada se obtiene
por hacer uso del polinomio de Taylor de una funcién en varias variables y por prescindir de la
forma de distribucién de puntos en el espacio. Este método tuvo su génesis con Jensen en [6]
y autores como Perrone, Kao en [7] y Liszka, Orkisz en [8] contribuyeron en mejorar aspectos
computacionales del método.

Los autores F. Urena, L. Gavete, A. Garcia, J.J. Benito y A.M. Vargas han realiza-
do diversos aportes relacionados al uso del método de diferencias finitas generalizadas para
resolver ecuaciones diferenciales parciales no lineales. En [11] y [13] no solamente se presentan
pruebas computacionales, sino también resultados tedricos de convergencia en algunas ecua-
ciones de segundo orden. La importancia de estos trabajos es innegable en cuanto al uso del
método y la verificaciéon de los resultados tedricos.

Este trabajo pretende aportar en el contexto de la resolucién numérica de la ecua-
cién Richards mediante el uso del método de diferencias finitas generalizadas. Para hacerlo,
se realiza en primera instancia una presentacién conceptual de la ecuaciéon y el método de
diferencias finitas generalizadas. Posteriormente, se resumen resultados de convergencias y se
realiza el planteamiento de esquemas numéricos para resolver la ecuacién de Richards. Por
ultimo, se exponen distintos resultados de experimentos computacionales realizados en Matlab
mediante coédigos creados por el mismo autor de este trabajo.



2 Objetivos

Objetivo general

Resolver numéricamente la ecuaciéon de Richards con término fuente no lineal mediante el
método de diferencias finitas generalizadas

Objetivos especificos

1. Resolver computacionalmente la ecuaciéon de Richards mediante el método de diferencias
finitas generalizadas.

2. Estimar el error a priori del método de diferencias finitas generalizadas aplicado a la
ecuacion de Richards con término fuente no lineal.

3. Establecer condiciones de convergencia del GFDM para resolver numéricamente la Ecua-
cién de Richards.

4. Evaluar la exactitud del método GFDM respecto de otros métodos analiticos y numéri-
COS.



3 Ecuacion de Richards con término fuente no lineal

Lo que sigue pretende dar un introduccién a los origenes conceptuales que llevan a plantear
la ecuacién de Richards. Estas ideas estan recopiladas de [1], [2], [3] vy [4].

3.1 Caracteristicas del suelo

El suelo por naturaleza estd conformado por material solido, agua y aire. El agua y el aire
llenan los espacios existentes entre los granos solidos de tierra. A tal espacio existente se les
llama poros y una medida adecuada para esto es la porosidad. Considerése como volumen de
control un trozo de suelo con forma de ortoedro. Asi, la porosidad 5 se define como

Volumen total de poros
’]7 =

Volumen total (1)
que toma valores entre 0 y 1, ya que representa el porcentaje que no es llenado por el ma-
terial solido en el volumen de control. La porosidad es un parametro que se mide de forma
experimental y depende del tipo de suelo. Por ejemplo, en [1] se menciona que para suelos
arenosos y arcillas naturales la porosidad estd en el rango 0.35-0.45 y 0.4-0.6 respectivamente,
sin embargo, en suelos con otras caracteristicas podria llegar a valores mayores.

El flujo de agua bajo el suelo estda condicionado por las mismas caracteristicas del
medio. Se distinguen dos zonas bajo la superficie donde el movimiento del agua tiene distintas
caracteristicas: la zona insaturada y la zona saturada. La zona insaturada es la primera
regién vertical por la que se mueve el agua bajo el suelo. Alli, los poros estdn parcialmente
llenos de agua y aire, de modo que el agua no satura por completo los conductos por los
cuales se mueve. Mas abajo se distingue la zona saturada, que es aquella regién donde los
poros estan completamente llenos de agua. Esta saturacién del espacio vacio yace por encima
de una capa rocosa de caracter impermeable que marca la frontera inferior de la zona saturada.
El limite que separa ambas zonas se llama capa freatica y su principal caracteristica es que
la presién del agua p es igual a la presion atmosférica. Las otras regiones también pueden
ser caracterizadas por los niveles de presién en su interior; en la zona insaturada y la zona
saturada se tiene que p < Patm ¥ P > Datm Tespectivamente, siendo pgep, la presién atmosférica.

La zona insaturada es comun dividirla en tres regiones con distintas propiedades: la
zona agua-suelo, la zona intermedia y la franja capilar, listadas en orden descendente. Estas
se pueden ver claramente en la figura 1.

La zona agua-suelo es la zona més cercana a la superficie y es de vital importan-
cia para la vegetacion residente ya que ésta depende de agua y aire, recursos que se pueden
encontrar en esta parte debido a que los poros no estdn completamente saturados. La dis-
tribucién de humedad en esta zona es fuertemente afectada por las condiciones del clima en
la superficie, variando en condiciéon de las precipitaciones, la irrigacion, la temperatura del
aire y la humedad ambiental. La zona intermedia se extiende desde el limite inferior de la
zona agua-suelo y por encima del limite superior de la franja capilar. Su existencia depende
practicamente de lo alto que se encuentre la capa freitica, pues en caso que sea muy alto la
franja capilar se extiende hasta la zona-agua suelo, anulando su existencia. En tiempos de
reposicion, el agua se mueve temporalmente a través de esta zona por efecto de la gravedad.
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Figura 1: Esquema descriptivo del suelo [2]

La franja capilar es la secciéon méas profunda de la zona insaturada y se considera una region
donde los poros estds practicamente saturados. Cabe destacar que la saturacién desciende
progresivamente a medida que se avanza hacia arriba desde la capa freitica, de modo que
solamente se encuentran saturados aquellos poros pequenios que estén conectados. El limite
superior tiene una forma irregular, pero se considera que debajo de ella el grado de saturacién
es de al menos un 75 %.

3.2 Ley de Darcy

En 1856 el ingeniero francés Henry Darcy llevé a cabo una serie de experimentos y propuso la
ley que lleva su nombre y que rige el movimiento de agua a través de la tierra. Darcy monto
un experimento como el de la figura, que consistia en un tubo lleno de una muestra de suelo
saturada con agua y conectada a dos reservas en sus extremos. El objetivo principal era medir
la cantidad de agua, llamada descarga total @), que se movia a lo largo de la muestra en un
intervalo de tiempo. Se observé que cuando no existia diferencia de altura entre las columnas
de las reservas, el agua no se movia a través de la muestra. No obstante, mediante la variaciéon
de la diferencia de altura entre las reservas, se noté que habia movimiento efectivo del fluido y
este era directamente proporcional a esa diferencia. En concreto, se concluy6 que la descarga
total Q(%) se puede expresar como

Y1 — P2
Q=kAP P (2)
donde A(m?) es el 4rea transversal del tubo en , As(m) es el largo de la muestra y k es una
constante de proporcionalidad llamada coeficiente de permeabilidad o conductividad hidrauli-
ca, cuyas unidades son %.
ser cambiadas segin el sistema de unidades en el que se quiera trabajar, de modo que se
pueden encontrar mediciones en diversas fuentes de las variables y pardmetros incluidos en la

ecuacion (2) en centimetros y minutos como unidades de distancia y tiempo respectivamente.

Es importante notar que las unidades aqui mencionadas pueden

De la figura 2 se desprende que p = (¢ — z)pg que es la presion que ejerce la columna
de agua de altura ¢ — z sobre la entrada del flujo. De aqui que se obtiene la expresién



Figura 2: Experimento de Darcy [1]

b=zt (3)

que es comtnmente llamado cabezal hidrdulico. A los términos 2z y £ se les suele llamar
cabezal geométrico y cabezal de presion respectivamente. Otra manera de escribir la ley de
Darcy es

dp
v 1 (4)

que es una relacién diferencial para la velocidad v = % en direcciéon normal a la

superficie A en consideracién. En general, las expresiones (2) y (4) son relaciones existentes
para un fluido que se mueve de forma unidireccional, no obstante la direccién del movimiento
puede ser en cualquier direccién del espacio, de modo que debe considerarse la expresion
general v = (vg,vy,v,) con componentes en las direcciones z,y y z. Asi, la ley de Darcy
expresada en sus distintas componentes es

_ 9
Ve = _kam
e

Uy = —kaiy (5)
_ 90
V2 = _kaz

Distintos experimentos han mostrado que k no solamente es una propiedad carac-
teristica del suelo, sino también del fluido que se mueve a través de él. En efecto, una pro-
piedad del fluido incidente en la magnitud de la permeabilidad es la viscosidad cinematica v.
Por tanto, una expresiéon mas general y adecuada para k es

p="9 (6)



donde k ahora es un parametro exclusivamente caracteristico del suelo, g una constante de
proporcionalidad y v la viscosidad cinemaética.

Si bien la naturaleza de la permeabilidad k£ es discutida en varios estudios, el caso
del flujo en zona insaturada se vuelve atiin mas especial. Mediante diversos experimentos se ha
comprobado que k en la zona de aireacion es una funcion del contenido volumétrico de agua-
suelo (humedad en el suelo). De esta manera, la ley de Darcy para flujo en zona insaturada
es de la forma

de

v=—kO)F 7)
siendo 0 el contenido volumetrico de agua. Esta relacién fue estudiado por el fisico
estadounidense Edgar Buckingham en su trabajo llamado Studies on the movement of soil
moisture publicado en 1907. En él establecié que existia una relacién entre la evaporacion y
el contenido de agua en el suelo, adjudicando un sentido de proteccion por parte del mismo
suelo mediante la creacién de un mantillo superficial ante condiciones climéaticas demasiado
aridas. Una relacién importante cimentada a partir de este trabajo es la relaciéon entre la
conductividad hidraulica K y difusividad agua suelo D en funcién del contenido de humedad

0, que tiene la forma

D) = K(0)% 0

propuesta mediante evidencia empirica de datos para distintos tipos de suelos.

3.3 Ecuacion de continuidad

Una de las ecuaciones mas importantes en la mecanica de fluidos que sirve para entender el
movimiento de fluidos es la ecuacién de continuidad. Para su deduccion se necesita considerar
un volumen de control del fluido de forma como se muestra en la figura 3.

o v, / ®
—

Ar

Ay

Figura 3: Volumen de control del fluido



La ecuacién de continuidad postula que la razén neta de cambio de masa dentro del
volumen de control es igual a la razén a la que fluye la masa hacia el volumen de control
menos la razén a la que fluye la masa afuera del volumen de control. Se puede observar que
el flujo méasico que cruza una seccién en particular estd dado por la expresién

- pvA (9)

donde p es la densidad del fluido, A es el drea de la seccién y v es la velocidad del fluido con
direccién normal a A. Asi, utilizando una aproximaciéon de primer orden por serie de Taylor
centrada en P para la funcién pv para la cara de salida en direcciéon x se tiene

9(pvz) &

(poz)lain = pvs + =5 == (10)
De la misma manera, para la cara de entrada la expresién es
0(pv) Az
(P2)|zout = pve — (gxx) o (11)

Anélogamente, las expresiones de entrada y salida para las otras en las direcciones y y z son

d(pvy) Ay
(pvy)lyin = pvy + ayy -

d(pvy) Ay
(Pvy)lyout = pvy — Tyy7

B d(pv,) Az
(Pv2)|zin = pvz + 92 2

B d(pv,) Az
(pvz)‘zout = Pl 02 7

(12)

Por tanto, restando la suma de los flujos de entrada con la suma de los flujos de salida se
obtiene

—8(pvx)A$AyAZ _ a(pvy)AxAyAZ o 8([)Uz)
Ox oy dy

La expresion anterior debe ser igual a la razén neta de cambio de masa dentro del volumen
de control, lo cual se expresa como

AxAyAz (13)

ap

5t AzAyAz = — pvz) AzAyAz — MACCAyAZ — O(pv2) AzAyAz (14)

Oz dy Oy

Dividiendo por AxAyAz y reordenando los términos en el lado izquierdo se obtiene

@ d(pve) |, Opvy) | O(pvz) _
ot Ox + oy + oy =0 (15)

7



y usando el operador V, la ecuaciéon de continuidad se transforma en

op B
E—I—V-(pv)—o (16)

que es la forma de presentacién clasica en el analisis vectorial y la fisica de fluidos.

3.4 FEcuacion de Richards

Para modelar el movimiento de agua a través del suelo en la zona insaturada debemos consi-
derar la ecuacién de continuidad (16) y la ley de Darcy para flujos insaturados (7). Primero
que todo, se debe tener claro que al escoger un volumen de control del suelo, éste no esta
completamente compuesto de agua, sino de aire y material sélido también. De tal forma, de-
bemos aplicar la ley de conservaciéon de la masa a la masa de agua y no a la masa existente
dentro del volumen de control. Asi, veamos que la masa del agua estd dada por

My, = ppfAzAyAz (17)

donde p,, es la densidad del agua y 6 = ‘%‘f el contenido volumétrico de agua, es decir, el

cociente entre el volumen de agua y el volumen de suelo en el volumen de control. Si se
aplica las mismas expresiones de la ecuaciéon de continuidad a la masa del agua se obtiene la
expresion

8(pw9)
ot

AzxAyAz = —%;;UWAxAyAz —
x

a(ﬂwvy)

Oy

8(pwvz)
oy

AxAyAz — AzxAyAz  (18)

de modo que dividiendo (17) por AzAyAz y considerando que el agua es incompresible,
entonces se tiene

90  O(vz) 0O(vy) O(v:)
ot ow 8yy Oy (19)

Reemplazando v,,v, y v, directamente desde la ecuaciéon de Darcy (7) para flujos
insaturados, da como resultado

donde ¢ es la incégnita, K(p) es la conductividad hidraulica, D(p) es la difusividad agua-
suelo. En este punto se puede utilizar la regla de la cadena para ver que

37907[((0)&089 N

K(0) or df dx (g)ax
Oy dep 00 00
KO-/ =K(0)—-— = D(0)—
050 = K055 = DO (21)
9 _ (@99 _ 1000
K(0) 0z K(0) de 0z D(e)(?z

8



y reemplazando las expresiones en (21) en (20) se obtiene la ecuacién

conocida como la ecuaciéon de Richards, presentada por el fisico estadounidense Lo-
renzo Adolph Richards en 1931 en su trabajo Capillary conduction of liquids through porous
mediums [5]. La ecuacién (22) es una de varias formas de presentacion que tiene esta ecuacién
segun las variables dependientes e independientes que se pretendan mostrar en la expresion.
Si ahora se considera un término que representa la extraccién de agua por parte de una raiz,
lldmese R(0), entonces la ecuacién se convierte en

Esta ecuacién va acompanada de una tinica condicién inicual y condiciones de borde
segin se especifique un modelo en particular, sin embargo en este trabajo se consideran las
siguientes situaciones:

e Se considera un perfil inicial de humedad para t = 0 que se asumen constante a lo largo
del dominio espacial.

e Existe un flujo de humedad en una de las fronteras, tipicamente para z = 0, que tiene
caracter evolutivo o dependiente del tiempo.

o En las fronteras de las otras variables se asume que no hay flujo con el exterior del
sistema.

e Para grandes profundidades existe estabilizacién del flujo de humedad, es decir, la tasa
de cambio se anula.

Las ideas antes mencionadas se pueden expresar mateméticamente de la siguiente manera:

0(x,y,2,0) = 0p,Vx,y, 2 (24)
0(x,y,0,t) = f(t),Vx,y,t (25)
89(aég;, 2,t) _ 89(b,ayx, 2,t) 0.y 2t (26)
89(m,ac; z,t) _ 89(:n,ac;,z,t) 0.V ot (27)
lim. W =0,Va,y,t (28)

considerando el dominio como el conjunto [a,b] x [c,d] x [e, f] x [0,00). Si bien esta presen-
tacion de la ecuacion es de cardcter tridimensional, en este trabajo se estudia el caso de dos
dimensiones espaciales y una temporal, de modo que el dominio en las variables espaciales se
encuentre en R2.



En este escrito se procedera a resolver numéricamente mediante el método de dife-
rencias finitas generalizadas la ecuacion de Richards unidimensional

00 0 00 0K (0)
Y= (D(G)az) + 2 (29)
y la ecuacién de Richards bidimensional con término fuente no lineal
a0 0 00 0 00 0K (0)
- <D(0)ax> 2 (D(9)8Z> + 229 Re) (30)

Ambas ecuaciones serdn resueltas bajo las condiciones de frontera e inicial expuestas en las
expresiones (24) a (28), adaptando a la dimensién correspondiente.

10



4 Método de diferencias finitas generalizadas

4.1 Preliminares

Para comenzar a discutir el método de diferencias finitas generalizadas (GFDM desde ahora
en adelante), es bueno entrar en contexto con una breve revision del método de diferencias
finitas clasicas. Esta revisiéon puede ser basada en una gran cantidad de literatura que habla
respecto de andlisis numérico y métodos numéricos para ecuaciones en derivadas parciales. En
este caso, las ideas han sido inspiradas en los libros de Smith [14], Thomas [15], Strikwerda
[16] y Cheney, Kincaid [17], donde los tres primeros representan textos cldsicos de resolucién
numérica de EDP’s mediante esquemas de diferencias finitas y el tltimo es una referencia
solida del andlisis numérico.

Al resolver numéricamente una ecuacion diferencial parcial se pretende utilizar la
misma forma de la ecuacién en base a un esquema discretizado haciendo uso de condiciones
iniciales o de frontera, que constituye informacién acerca de la solucién. Esto conlleva a tener
que aproximar las derivadas involucradas en la ecuacién para poder ir generando puntos
nuevos de la solucién.

Considérese por ejemplo la ecuacién del calor dada por

0 0? 0?

5= (aﬁ*aﬂ)’ k>0, ze(ab), ye(ed), te(00) (31)

u(a7y7t) = (yat)’ u(ba Y, t) = f2(y7t)a Vy € (C7 d)7Vt € (07 OO) (32)

u(z, e, t) = g1(x,t), wu(z,d,t) = go(z,t), V€ (a,b),Vt e (0,00) (33)
u(z,y,0) = h(z,y), Vz € (a,b),Vy € (c,d) (34)

Se comienza por discretizar el dominio en una malla rectangular, que consiste en
tomar particiones finitas de los dominios de las respectivas variables independientes. Este
tipo de discretizacion es sencillo de implementar en términos préticos cuando el dominio tiene
forma rectangular, es decir, esta formado por el producto cruz de intervalos cerrados. Existen
casos en los que el problema original no es de forma rectangular, pero dada la geometria del
dominio, existe la posibilidad de transformarlo en un problema de coordenadas rectangulares
mediante un procedimiento de transformacion de coordenadas. En concreto, para el problema
planteado en (29-32) se toman conjuntos {zo,x1,...,xn} C [a,b], {yo,y1,--xym} C [c,d] ¥
{to,t1,...,tp} C [0,00) con

T0< 21 <..<TN, To=a, TN =0Db (35)
Yo<y1<..<YN, Yo=¢ Ym=4d (36)
to<ti1 <..<tp, to=0, tp=tnew (37)

donde t4,; €s un tiempo limite de valor finito que es de interés para el investigador. La
inclusién del valor t,,, tiene su razon en la caracteristica finita de los intervalos a trabajar
con la discretizaciéon, pero cabe destacar que el dominio de la variable temporal ¢ es de longitud
infinita sin extremo derecho.
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Asi, la forma clasica de resolver numéricamente esta ecuacién es usar aproximaciones
de las derivadas por diferencias finitas, las cuales son construidas mediante los valores de la
funcién en el punto de interés y en ciertos puntos cercanos a éste. Las aproximaciones para
derivadas de primer y segundo orden son

ou(z,y,t)  ulz,y,t+ At) —u(z,y,t)

= At
ot At ’ 70 (38)
Pu(r,y,t) u(e+Az,y,t) — 2u(z,y,t) + u(z — Az, y,t)
522 ~ Ao , Az #0 (39)

Expresiones similares se pueden construir de la misma forma para derivadas de pri-
mer y segundo orden de las otras variables independientes no mostradas en (36) y (37). Al ser
una malla de tipo rectangular, un punto interior en el dominio discretizado tiene como puntos
mas cercanos aquellos que estan inmediatamente a la izquierda, derecha, arriba y abajo del
punto de interés donde se desea generar la aproximacién, tal como se muestra en la figura 4.

(i Yj+1)
®
(miflayj) ('.L‘&-, yj) (931+1?yj)
[ L] o
(2 yj—1)
®

Figura 4: Esquema de aproximacion diferencias finitas clasicas

Si se utilizan indices ¢,j y k para indexar los puntos discretizados de las variables
x,y y t respectivamente, y v la aproximacioén discretizada de u, entonces la ecuacién (29) se
escribe como

E+1 k& E ook k E ok k
Vij —U (%u 205 + vl o Vi 2vi,j+vi,j—1> (40)

b
At Ax? Ay?

donde vf’ ; = v(2i,Yj, tg). La funcién v es una funcién definida solamente en la malla rectangu-
lar definida previamente, es decir, Dom(v) = {zo, 1, ..., sN } X {y0, Y1, -, yar } X {to, t1,....,tp},
razén por la cual se dice que es una funcién discreta ya que su dominio consta de una cantidad
finita de puntos; (N + 1)(M + 1)(P + 1) puntos para ser méas precisos. La funcién v se dice
que es una aproximacién razonable si el valor v(z;,y;,t;) estd lo suficientemente cerca de
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u(x;, yj,t,). Si se agrega ademas

Ugj = h(zi,y;)

v = fi(yj te)

vk = f2(yj tk) (41)
v = g1(wi, ty)

v = g2(wi )

entonces se tienen las condiciones iniciales en su forma discretizada.

El esquema presentado en (38) conforma un esquema explicito dado que utiliza
explicitamente la informacién en el nivel temporal ¢t = kAt para generar los valores en el
nivel ¢ = (k + 1)At. No es dificil ver que la ecuacién (38) se puede despejar vfjl en funcién
de los valores de la funcién v en el nivel temporal ¢ = kA¢, de modo que si éstos ltimos
son datos conocidos entonces generar los valores en el nivel ¢ = (k + 1)At no representa mas
dificultad que realizar algunas operaciones aritméticas. A grosso modo, en un nuevo nivel ¢y 1
se generan los valores de las fronteras mediante el uso directo de las condiciones iniciales, y

los puntos interiores se generan mediante el esquema de aproximacién (38).

El uso de esquemas explicitos para resolver ecuaciones diferenciales parciales es sim-
ple de usar en términos computacionales cuando existen ciertas propiedades geométricas de-
seables en el dominio de los problemas, ya sea la convexidad y la simetria. Cabe destacar
también que, a pesar de las propiedades nombradas anteriormente, la implementacién de di-
ferencias finitas haciendo uso de un esquema explicito no converge en todos los casos. Esto se
debe a que las particiones de los intervalos, a criterio total del investigador, inciden de manera
directa en la convergencia del método y por tanto para ciertas elecciones del tamafio de paso
los valores de la funcion obtenida se hacen cada vez mas grande; en consecuencia, el error
diverge. De hecho, es posible demostrar que la condicién de convergencia para el esquema de
aproximacién (38) junto a las condiciones (39) es

(Az)? + (Ay)?

At <
- Sk

(42)
de modo que no existe absoluta libertad en la eleccién de los tamanios Ax, Ay y At
de las particiones.

4.2 Diferencias finitas generalizadas

Una alternativa posible al trabajar con dominios curvos y asimétricos, es barajar que la
particién no sea regular, es decir, que no exista la misma distancia entre puntos consecutivos
de la particién. Esto es particularmente 1til en zonas donde se observa que la funcién crece
o decrece de manera muy violenta, o dicho de otra manera que ||Vul| sea demasiado grande,
puesto que es sabido que la aproximacién por series de Taylor de las derivadas es menos
confiable con puntos lejanos en funciones de este tipo. De esta manera, es muy deseable
refinar las particiones y obtener puntos méas cercanos en aquellas zonas donde la funcién
presenta un crecimiento o decrecimiento méas brusco. La solucién a los problemas mencionados
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anteriormente parece ser dejar de pensar en una malla como una distribucién de puntos que
cumpla con algin patrén geométrico determinado. De esta forma, se considera trabajar con
métodos sobre ecuaciones en derivadas parciales con discretizaciones que no configuren una
malla; estos son los denominados métodos sin malla o meshless methods.

El método de diferencias finitas generalizadas (GFDM) es solamente un miembro
particular de una familia de métodos que cumple con trabajar con dominios no mallados.
Dentro de esta familia de métodos se encuentran algunos miembros como el método de puntos
finitos (FPM) [19] y el método de elementos difusos (DEM) [18]. Por tanto, se considera una
distribucién de puntos en el dominio que no tiene porqué cumplir un patrén especifico de
posicionamiento. Al respecto, uno también podria considerar que el posicionamiento de una
cantidad finita de puntos sobre el dominio podria ser de manera completamente aleatoria, y
en teoria el método deberia funcionar de igual manera, sin embargo, para obtener mejores
aproximaciones, convergencia o rapidez de convergencia se deben considerar algunos de los
aspectos ya discutidos.

El método de diferencias finitas generalizadas se llama de diferencias finitas debido
a que vuelve ocupar de forma mas general las aproximaciones por series de Taylor para una
funcién que depende de dos o més variables independientes y también porque no se preocupa
del posicionamiento de los nodos para construir estos valores de aproximacion. Al calcular una
aproximacién de segundo orden para una funcién u en un punto (x1,y;) por serie de Taylor
usando un punto (xg,yp), se puede escribir entonces

(43)

2 2 92 2 92
w(zr,y1) = u(xo,yo)Jrhau(xO’yO) +k8u(ac0,y0) +hk8 u(zo,Yo) %8 u(zo, Yo) + /La u(zo, Yo)

oz oy dzxdy ox? 2 oy?

donde h = z1 —x9 y k = y1 — yo- Si se conoce cudl es el valor la funcién u y todas sus
posibles derivadas hasta las de segundo orden en el punto (zg, yo), entonces se puede calcular
el valor de u(x1,y1). En caso inverso, si no se conociera el valor de todas o algunas de las
derivadas de u en (x,yo) pero si se tiene informacién de u en ese punto y otros cercanos a
él, entonces se puede utilizar esa informacién para formar un sistema de ecuaciones y calcular
los valores de las derivadas que se necesitan en (xg,yo) que constituyen las incégnitas en ese
sistema. Es claro que se necesitan 5 puntos distintos a (xo,yo) para poder formar un sistema
de 5 ecuaciones y 5 incognitas; estas tltimas son la cantidad de derivadas que no se conocen.
La figura 5 muestra un esquema de distribucién para aproximar derivadas en un punto xg
mediante la ayuda de otros cinco puntos alrededor de éste.

Del algebra lineal se sabe que el hecho de que exista igual cantidad de ecuaciones e
incégnitas no asegura que el sistema vaya a ser soluble. En efecto, se ha probado en [7] que si
los puntos estan distribuidos de tal manera que conforman alguna seccién cénica, entonces el
sistema no tiene solucion. Esto de alguna manera también representa un contrapié en algunos
caso, debido al cuidado que se debe tener a la hora de generar la distribucién de puntos y
asegurarse que cada punto interior cumpla con que sus puntos mas cercanos no ajusten una
cOnica. Esto sin duda conlleva a generar un algoritmo que no distribuya los puntos de tal
manera o a pensar en una estratagia distinta.

Considérese un punto (xg,y9) y otros 5 puntos distintos a éste

14



€Ty L]
Py ®
Tp Ts
L]
iy
[ ]
Tz

Figura 5: Distribucién de puntos para diferencias finitas generalizadas

(x1,91), (x2,y2), (z3,y3), (x4,94) v (z5,y5), entonces se puede escribir el siguiente siste-
ma

du(xo, du(zo, 9%u(wo, h3 0*u(xo, Kt 0°
u(z1,y1) — u(@o,yo) = h u(g(; vo) + k1 u(g(; o) + hik1 ua(;gyyo) ?1 ug;‘; o) + 31 ug’z/oz o) (44)
_ _ ;. Ou(xo,y0) Ou(zo, Yo) 9*u(zo, yo) hé & u(wo, yo) 72 *u(o, yo)
u(@s, y2) = w(@o, yo) = ho or +ho Oy +hak Oy 2 Ox2 2 oy? (45)
_ _, Ou(zo, %0) du(zo, yo) Pu(wo, yo) | h3 8 u(wo,yo) | k3 8*u(wo, yo)
(3, ys) = u(zo, yo) = hs ox +ks oy +haks 0xdy 2 Ox? 2 Oy? (46)
_ _, Ou(xo, 50) du(wo, yo) u(xo,yo) | hidu(xo,yo) ki *u(zo,yo)
u(@a, ya) = ulzo,y0) = ha =5 == + ke =5 ==+ haka— 5 2 ox2 5 o A7)
B _ ;. Ou(zo,%0) du(zo, yo) u(wo, yo) | h3 B*u(wo,yo) | k3 8*u(wo, yo)
u(xs, ys) — u(zo, yo) = hs 9 TF 3y + hsks 920y 5 2 ) 012 (48)

donde h; = z; —x9 vy ki = y; — yo para 1 < ¢ < 5. Este mismo sistema se puede
escribir matricialmente de la forma

Hd=u (49)
donde
Ou(zo, yo)
ox
Rtk )
hi k1 hik h22 ’32 u(fgo,yo) u(w1,y1) — u(zo0, yo)
ho ky hoke = 3 2 Y u(z2,y2) — u(zo, Yo)
h? k2 0“u(zo, Yo)
H = hs ks hgks 73 7‘; , d= y U= U($3,y3)—u(ﬂ?o7y0)
R2 k2 zaxay u(4,ya) — u(z0,Yo)
ha ks haky hji Ez 0“u(zo, yo) u(x57y5)—u(a:o’yo)
2 ) )
hs ks hsks B 2 Pult o)
oy?

Evidentemente, el valor de todas las derivadas en (zg, ) se puede obtener siempre
y cuando el sistema lineal (47) tenga solucién. Este hecho depende netamente de la matriz
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H, pues es sabido que si det(H) # 0 el sistema tiene solucién unica. De esta forma, queda
por saber en qué casos la matriz H es singular. Dado que H tiene términos que combinan
las distancias verticales h; y horizontales k; de cada punto de la estrella respecto del nodo
central, entonces es relevante la forma en que se distribuyen los puntos respecto del (xg, yo).
En [7] se muestra que si los puntos de la estrella se distribuyen de tal manera que forman
alguna seccién cénica conocida, entonces el determinante de la matriz H es cero. Esto genera
una discusién y propuestas de ideas de como sobrellevar este problema cuando ocurre.

En 1972, Jensen [6] cimenté la idea de las diferencias finitas generalizadas cuando
existe un distribucién de puntos en el dominio espacial de una EDP que no cumpliese con
criterios de regularidad. En este trabajo se menciona escoger la estrella de puntos en base a
un criterio de distancia, es decir, escoger los cinco puntos mas cercanos al nodo central donde
se quieren aproximar las derivadas. Las posibles desventajas de este criterio es que si existen
aglomeraciones de puntos cercanos en una cierta zona o direccién, entonces los resultados
pueden no ser los mejores en cuanto a aproximar las derivadas de una funcién en un punto.

Figura 6: Idea grafica del criterio de la distancia considerada por Jensen (1972).

El trabajo de Perrone y Kao [7] muestra una maduracién de la idea, asi como los
argumentos del porqué los puntos no pueden tener distribuciones cénicas. Para superar el
problema se plantea la idea de utilizar mas puntos para tener sistemas sobredeterminados que
aproximen el valor de las derivadas. La forma de construir la estrella y buscar por tanto los
puntos de apoyo al nodo central se hace mediante un esquema de control de seis puntos, el
cual tiene en consideracion la direccién en la que estan ubicados los puntos.

En 1980, Liszka y Orkisz [8] presentaron una mezcla de ambos criterios que toma
en cuenta tanto la distancia como la direccién. El criterio es llamado el criterio de los cuatro
cuadrantes, y que busca los ocho puntos mas cerca al nodo central cuando este divide al plano
en cuatro cuadrantes. En cada cuadrante se toman los dos puntos més cercanos, y la totalidad
de los puntos viene a constituir la estrella del nodo central.

Un caso interesante es cuando se dispone de 4 puntos de la forma (zo+ Az, yp), (xo—

Az, y0), (zo,y0 + Ay) v (zo,y0 — Ay) para Az, Ay > 0 fijos. En este caso, en todas las
2

ecuaciones el término h5k5%§g’j’°) desaparece, de modo que se pueda prescindir de una de

las 5 ecuaciones. El sistema por tanto se reduce a

Ou(zxg, yo) N (Az)? 9%u(z0, yo)

Az, yo) — =4
u(zo + Az, y0) — u(z0,%0) T on 2 Ox?
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Figura 7: Idea grafica del esquema de control de seis puntos considerado por Perrone y Kao
en 1975. Imagen presentada en [7].

I
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Figura 8: Idea gréfica del criterio de los cuatro cuadrantes presentado por Liszka y Orkisz en
1980. Imagen presentada en [8].

2 92
u(zo — Az, yo) — u(zo,yo) = —Ag U030 | (B2)7 0 ulzo. o)

Ox 2 o2
15} , Av)2 52 ’

u(zo, yo + Ay) — u(zo, yo) = Ay u(gtg)/ Yo) n ( ;y) u(a:z[; Y0)
0 , Av)2 §2 :

el cual es mucho més facil de resolver. La solucion de este sistema es

Ou(wo,yo)  u(mo + Az,y0) — 2u(o, yo) + u(xo — Az, o)

ox (Az)?
du(zo,y0) _ ulwo,yo + Ay) — 2u(z0, yo) + u(zo, yo — Ay)

dy (Ay)Q (50)
0%u(wo, yo) _ u(xo + Az, yo) — u(zo — Az, o)

Oz 2Azx
*u(wo, yo) ~ u(wo, yo + Ay) — u(zo,yo — Ay)

Oy 2Ay

y por tanto se recupera las expresiones obtenidas en el método clasico de diferencias finitas.
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Si bien no existe ninguna dificultad en cuanto al planteamiento de un sistema como
el de 42-46, generar un algoritmo que distribuya los puntos de manera adecuada y también
verifique que esto se hizo correctamente puede ser muy costoso en términos computacionales.
Es por esto que pensar en utilizar mas puntos de los necesarios y por tanto resolver un sistema
sobredeterminado parece una alternativa mas que razonable. En este caso, los valores de las
derivadas obtenidas no constituyen las verdaderas aproximaciones obtenidas de resolver un
sistema de 5x 5, sino mas bien representa un promedio de resolver varias veces el mismo sistema
con distintos subconjuntos de 5 puntos. Geométricamente, las soluciones son los coeficientes
de un hiperplano en cinco dimensiones que pasa por una zona media de todos los datos.

Para un planteamiento tridimensional del teorema de Taylor y las diferencias finitas
generalizadas, se puede revisar el anexo 11.1 al final de este documento. En tal apartado tam-
bién se muestran argumentos que concluyen que el sistema lineal a resolver en las diferencias
finitas generalizas no tiene solucién cuando los puntos se distribuyen en formas cénicas.

4.3 Minimos cuadrados para sistemas sobredeterminados

Considérese un punto xg en la particién para el cual se quieren aproximar las derivadas hasta
la de segundo orden. Tal como se planted anteriormente, el sistema planteado por la estrella
del punto xg puede verse afectado negativamente por la distribucién de puntos de la estrella.
Para sobrellevar este problema, se plantea incrementar la cantidad de puntos de apoyo en
la estrella y utilizar mas informacion de la funciéon que la minima necesaria. Esto conlleva a
evidentemente tener mas ecuaciones que incégnitas en cada estrella, de modo que encontrar
una solucién seria encontrar la solucién de un sistema sobredeterminado. En ocasiones estos
sistemas son reducibles a sistemas cuadrados con solucién exacta, especialmente cuando hay
ecuaciones redundantes, sin embargo, en general estos sistemas no tienen solucién, de modo
que hay que buscar una solucién aproximada. Un buen tratado de este tema se da en el libro
de Amir Beck [9].

Una forma de plantear la solucién de este sistema es encontrar la solucién del pro-
blema de minimizaciéon de suma de errores al cuadrado

min ||[Hd — u|? (51)
deR®

En concreto, para aproximar las derivadas de hasta segundo orden del punto xy = (zg,y0) €
R? | se escogen s puntos (x1,41), (T2,%2), ..., (Ts,ys) con s > 5 para formar el sistema sobre-

18



determinado

_ _, 9u(zo,0) 9u(zo, yo) Pu(wo,yo) | hi Pu(wo,yo) | ki 8*u(wo, yo)
u(@y,y1) = ul®o, go) = M ox th dy ik 0x0y 2 Ox? + 2 0y?
(52)
_ _, 9u(@o,0) 9u(zo, yo) Pu(wo,yo) | h3 Pu(wo,yo) | k3 8*u(wo, yo)
u(z2, y2) — u(wo, yo) = ha B + k2 By + haks w0y 5 22 3 oy?
(53)
(54)
_ _, Ou(zo,0) du(xo, Yo) u(xo,y0) | h2 Pu(xo,y0) | kI 9 u(xo,y0)
u(xs,ys) — u(zo,yo) = hs B + ks By + hsks D20y ) 22 + 5 oy
(55)
(56)

que consta de 5 variables y s ecuaciones. Para encontrar la solucién de minimos
cuadrados del problema, se debe resolver el sistema cuadrado asociado

HTHd = Hu (57)

La solucién del sistema anterior provee una razonable aproximacién de las derivadas haciendo
uso de la informacién proporcionada por los s puntos alrededor de (zg, yo).

4.4 Minimos cuadrados con factores peso

Al plantear un sistema sobredeterminado, se puede utilizar el método de minimos cuadrados
para su resoluciéon y asi obtener aproximaciones a las derivadas. En este caso, cada punto
proporciona informacién con el mismo grado de confiabilidad para poder calcular los valores
de las incégnitas del sistema. Sin embargo, del analisis se sabe que una aproximacion hecha
por series de Taylor es menos confiable cuando el punto central donde se construye la serie
estd lejos (bajo algin criterio) del punto en el cual se quiere aproximar la funcién, de modo
que el error por truncar la serie en un término de grado particular se agranda. Es natural
pensar entonces que cuando se utilizan varios puntos de apoyo para aproximar una derivada,
aquellos puntos que estén mas lejos del punto central deberian ser considerados datos menos
importantes dado que la informacion es menos confiable. Este tltimo hecho no lo considera el
ajuste usual por minimos cuadrados de un conjunto de datos, por tanto es importante barajar
una modificacién en el procedimiento que tenga en cuenta este hecho.

Con el fin de reducir el efecto que tienen sobre los calculos aquellos datos que estén
mas lejos, se ocupa una técnica modificada del ajuste por minimos cuadrados que introduce
a la suma cuadrada de errores los factores de peso. Estos factores de peso es en realidad una
funcién cuyo propésito es cuantificar la importancia del dato en el ajuste y eventualmente
hacer que efectivamente reduzca su contribucién a la hora de resolver el sistema. Esta funcion,
comunmente denotada por w, es una funcién no negativa y la forma concreta que adopta
algebraicamente queda a criterio de quién realice el ajuste.
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Como el objetivo es reducir la contribucién de aquellos datos que estén mas alejados
del centro, entonces se debe optar por alguna funcién que dependa de la distancia radial y que
sea inversamente proporcional a ésta. Algunos autores como [11] recomiendan usar funciones
como

1
=, 58
o (58)

donde r; = \/(z; — 20)2 + (yi — v0)2.

De forma general, el error con peso a considerar es de la forma

2 2 2
e; = w; (u(wi) ~ u(ag) + h 2T 4 Oulo) | % (h?a ulto) | yp07ulxo) oy 4 0 u(m)))

Ox 'Oy Ox? Oy? 0xdy
(59)
y en consecuencia la suma cuadrada de errores es
Sw = iuﬂ w(x;) — u(xo) + h-au(mo) + k-au(mo) +1 hLZu(mO) + kLQu(mO) + 2h./<;a2“($0) i
v Pt ¢ ! 0 ' Oz 'Oy 2\ 922 o 9y? 00y
(60)

que es la funcién a minimizar mediante el método de minimos cuadrados. Las so-
luciones obtenidas mediante este procedimiento son diferentes al ajuste usual por minimos
cuadrados, debido al desbalance obtenido con la introduccién de la funcién w(x;). En ocasio-
nes, estos resultados no llegan a ser tan distintos a un ajuste normal, pero se obtiene un cierto
grado de mejora controlando el factor distancia en el ajuste, especialmente en coeficiente de
determinacion R? del ajuste. Se puede hacer una revisién méas profunda de esta técnica en el
texto de Canavos [10].

4.5 Planteamiento de GFDM para ecuaciones parabdlicas

En lo que sigue, se va a plantear el GFDM aplicadas a ecuaciones diferenciales parciales
de tipo parabdlicas inspirado en las ideas de Gavete, Urena, Benito, Garcia, Urena y Salete
n [11] y [13]. Primero, el término temporal de primer orden del operador diferencial en la
ecuacion de Richards se aproxima mediante un esquema sencillo de dos puntos dado por (36).
De esta manera, la parte espacial del operador mas complicada queda a ser aproximada por
el método de diferencias finitas generalizadas, lo cual en un esquema explicito queda muy
sencillo trabajar en términos computacionales. Atun asi se planteard la forma general de un
esquema implicito en el caso de la ecuacién de Richards para tener en consideracion.

Considere el siguiente problema no lineal, donde D = [0, 7] x 2, con  C R?

oU
& = LUl (61)

donde L es un operador diferencial no lineal que involucra derivadas espaciales, I' es el borde
de €, junto a las condiciones
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Ur = f(t) (62)
U(x,y,0) = g(z,y) (63)

Sea M = {x1,x2,...,xn} una discretizacion de Q con N puntos, los cuales se llaman
nodos. Para cada nodo @y de M, se define la F-estrella como

Es = {xo, o1, o2, ..., xos } C M (64)

que se forma en base a distintos criterios basados en distancia y direccién. Se dice que el
centro de la estrella es xg.

La expansion en series de Taylor para dos variables de una funcién U es

— 2
U; = U0+ha+kay <h62+k182+h/@88 + ..

(65)

donde U; = U(xp;) para 1 <i < sy Uy = U(xp). Asumiendo que U; es conocido para todo i

. 2 2 2 . 7 . L
y tratando las derivadas %, 68—[20, ‘93520, 882%0 y gzgg como incégnitas. Se define la funciéon

=1

(66)
que es la funcién objetivo a minimizar con respecto a las derivadas parciales, donde w; es una
funcién de peso, que distintos autores [11, 13] sugieren que sea una funcién decreciente en
direccién radial tomando como centro a xg. Derivando la funcién B en (64) con respecto a
cada derivada parcial e igualando a cero, se puede escribir un sistema de ecuaciones lineales
a resolver de la forma

A(hrvkﬁwr)D = b(hrvkrywr7U07Ur) (67)
con
h1 he -+ hg w: 0 - 0 hi Ky h; %f hiky
k1 ko --- k;;g 01 w2 0 e ke BB
2 2 e ) Ro
I T S o I I I A I
k? k2 k2 : : B : : : : :
EI R 3 o wd e e
hiki  hoke ---  hgks 00 Ys) \hs ks =& = hsks
_(aUy AUy, BPU, 92Uy 92U\ T
D= (8710 TZO 82:20 8220 8:1:32) (69)
h h v h
! 2 o w% 0 --- 0 U, — Uy
S O :
k% kg k2 : . : :
2 2 2 _
hiki  hoks hsks 0 0 wg ) \Us —Ug
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donde h, =z, —xg, kr =y, —yopara 1 <r < Sy S >5.

Al obtener los valores aproximados de las derivadas, éstos se pueden utilizar poste-
riormente en un esquema implicito o explicito para generar la solucion numérica de la EDP
planteada en (59). Cabe destacar que las derivadas espaciales a aproximar se calcularan para
puntos interiores del dominio, ya que las condiciones de borde se encargaran de generar para
en distintos valores de tiempo para los puntos en la frontera.

En [11] se prueba que la solucién del sistema (65) puede ser escrito como combinacién
lineal de puntos de la estrella. En efecto, si se nombra

hi  he hs wi 0 0
ky ko .. kg 0 w% . 0
hlkl hgkg A hsks 0 0 e w?g

De esta forma, la matriz A mencionada en (66) se puede escribir como A = HW HT la cual es
definida positiva, pues w? > 0 para todo i de modo que W se puede escribir como producto
de una matriz diagonal denotada v/W cuyos elementos en la diagonal son los valores w; > 0.
Es decir, W = VW/W. Se tiene entonces que

A=HWH? = HYWVWHT = pPT (72)

donde P = Hv/W. Es sabido del algebra lineal que si B € R™ " entonces A = BBT es
definida positiva si y sélo si B tiene rango fila completo. Dado que la matriz H tiene todos
sus vectores fila linealmente independientes, entonces las filas de P también lo son. Luego, A
es definida positiva.

Todo lo anterior indica evidentemente que A™! existe y por tanto se tiene que
D=A"%=A"THW (u — upl) (73)

donde u = (uy,us, ...,us)’ y 1 =(1,1,...,1)T. De esta forma se tiene entonces que
S
D=A""PWejur + ...+ A ' PWegug — A" PW(e1 + ... + eg)ug = »_mgu; — moug (74)
i=1

donde m; = A~'PWe,u; y €; son los vectores de la base candnica para todo i € {1,2,...,S}.
La expresiéon (72) muestra que el valor de las derivadas en xp es una combinacién lineal de
los valores de u en los puntos de la estrella.

4.6 Generacion de la Malla

Al mallar el dominio espacial de una ecuacién diferencial parcial se debe tener en cuenta
dos cosas: la geometria del borde y los puntos donde la funcién crece o decrece de manera
mas violenta. En los mallados comunes donde se utilizan rectangulos formados por puntos
equiespaciados en sus ejes, estos hechos no se toman en consideraciéon, de modo que las apro-
ximaciones generadas no son tan buenas en comparacién a otras que si lo utilizan.
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El Método de Diferencias Finitas Generalizadas es un método perteneciente a la
familia de Meshless Methods o métodos sin malla, que no dependen de la geometria utilizada
para distribuir los puntos sobre el dominio. En particular, se adopta el paradigma de que
existe una cantidad finita de puntos distribuidos de manera arbitraria, y que no pretenden
teselar una superficie de forma regular o siguiendo un patrén.

Es sabido que siempre se puede generar una teselacién de tridngulos con cualquier
distribucién de puntos en un plano, sin embargo, estos tridngulos no tienen porqué ser se-
mejantes de alguna forma. La manera en que se distribuyen los puntos sobre el dominio del
problema podria ser de manera totalmente aleatoria, lo que no indica nada a priori acerca de
la precisién de las aproximaciones. Sin embargo, los puntos deben cumplir algo de regularidad
para poder generar de manera precisa las soluciones, ya que en el entorno de un punto se ne-
cesita saber el comportamiento de la funcién en todas las direcciones radiales que se puedan
generar a partir del punto en si. Claramente, en problemas unidimensionales no queda méas
opciones que mirar a la izquierda y derecha de un punto, pero este efecto se hace fuertemente
notorio en problemas con dimensiones iguales o mayores a dos.

De todas formas, si el dominio en los bordes presenta una cierta regularidad, no hay
pecado alguno en utilizar mallas regulares. En lo que respecta a este escrito, se trabajara en
dominios regulares con mallados rectangulares, es decir, el intervalo correspondiente a cada
variable serd dividido en una cantidad finita de segmentos de la misma longitud.

En concreto, considérese 2 C R™ con
Q= [x15, T1f] X [T, Taf] X -+ X [Tps, T f] (75)

donde x; y o1 constantes para todo k € {1,2, ...,n}. Por tanto, todo punto (1, z2, ..., ,,) € Q
cumple
Tk < T < TLf, Vk (76)

Al escoger un tamano de segmento Ay para el intervalo de la variable xy, se escogen entonces
puntos Trg, Ti, ..., Ty, de forma que

T = Tpo < Tp1 < -+ < Ty, = Thf (77)
de forma que wy(j;1) — ¥k; = Ay constante para 0 < j < ny — 1. Se dice entonces que
My = {xko,Tk1, ..., Tkn, } €s una particion del intervalo [z, zxf] de ng + 1 puntos y ny

subintervalos de longitud Ag.

Realizando este tipo particién sobre cada variable x;, se obtiene una particién M
de 2 que es simplemente un subconjunto con una cantidad finita de puntos representantes de

Q) que son de interés para resolver la ecuacion diferencial parcial asociada. De lo anterior se
n

sabe que M tiene una cantidad de H ny puntos y se define como
k=1

M = {(p1,p2,....,pn) | Pk € M}, para 1 <k < n} (78)
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5 Teoremas de Convergencia

Lo que sigue es un resumen de algunos resultados de convergencia para el método de diferencias
finitas generalizadas para ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden no lineales. Esta
recopilacién se basa completamente en el trabajo que han realizado Urena, Gavete, Garcia,
Benito y Vargas en [11] y [12].

5.1 Ecuaciones parabdlicas no lineales
Considérese en primer lugar las siguientes definiciones:

e Una ecuacion diferencial parcial es semi-lineal si los coeficientes de las derivadas mas
altas son funciones de las variables espaciales solamente.

e Una ecuacién diferencial parcial es cuasi-lineal si es lineal en sus derivadas de orden
maés altas.

Los teoremas de convergencia que se enuncian a continuacién, estdn basados en el siguiente
resultado probado en [13]:

La solucion del sistema que aproxima las derivadas de un nodo central xy depende de
una combinacion lineal de los valores de la funcion en cada uno de los s puntos de la estrella
con nodo central xg.

Se denota por mg, m1, ma, ..., ms a los coeficientes de dicha combinacion lineal. Estos
coeficientes dependen de la distancia entre los puntos respecto del nodo central y la funcién de
peso usada en la funciéon de minimos cuadrados. Este resultado es bastante 1til ya que provee
de una expresion matricial sencilla para calcular la soluciéon del sistema sobredeterminado
puesto para las derivadas.

El problema no lineal, donde D = [0,7T] x €, con Q C R?

oUu

— = LqlU 79

= L[l (79)
donde L es un operador diferencial no lineal que involucra derivadas espaciales, I' es el borde

de €, junto a las condiciones

Ur = f(t) (80)
U(l’,y,O) :g(flﬁ,y> (81)
O (2.9.0) = h(z,) (52)

donde f, g y h son tres funciones conocidas y Ur es la funciéon U evaluada en los puntos de la
frontera.

Se utiliza la siguiente aproximacién para la derivada temporal

OU (zo, yo, nAt) U —Up
ot - At

(83)
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y todas las derivadas espaciales se aproximan mediante el método de diferencias finitas gene-
ralizadas.

En [11] se expone con demostracién resultados de convergencia para ecuaciones di-
ferenciales no lineales de tipo parabolicas mediante el método de diferencias finitas generali-
zadas. Un primer resultado es el siguiente

ou  0*U  9*U
Teorema. Consideremos la ecuacion semilineal — = — + —

ot ox2  Oy?
una funcion diferenciable. El esquema no lineal explicito

+ F(U) donde F(U) es

n+1 n

A - LU

es convergente st

or) Y
1. U +;|ml\—mo<0
2
2. At < ~
Z!m‘Hm _OF(U)
7 0 6U

i=1

Del mismo esquema también se hace notar que es estable, es decir, que pequenas
perturbaciones a los datos iniciales provocaran pequenas diferencias en la solucién en un
tiempo posterior. Respecto del esquema implicito para este tipo de ecuaciones se enuncia el
mismo resultado por parte de los autores.
, > o U 08U 08U
Teorema. Consideremos la ecuacion semilineal o 92 + 92 + F(U) donde F(U) es

L Yy

una funcion diferenciable. El esquema no lineal implicito es convergente

Al igual que en el caso anterior, los argumentos del porqué este esquema es estable
se proveen en el mismo documento al finalizar la demostracién del teorema recién enunciado.

También se trata el caso de dos tipos de ecuaciones cuasi-lineales de las formas

2 2
(';(tf = K(U) (gxg + 25), llamado cuasi-lineal tipo A.
2 2
%(i =K(U) (glg + Zyg) + F(U), lamado cuasi-lineal tipo B.
Los resultados son los que se enuncian a continuacion.
2 2
Teorema. Consideremos la ecuacion cuasilineal %—[tj =K(U) <g;§ + g;ﬁ) donde K(U) es

una funcion diferenciable. El esquema no lineal explicito es convergente si

N
1. =R+ moK(UF) > |K(UF)| D Imyl

i=1
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o A< 1
S oK (Up) —R

K N
donde R = gU (—moUgl + ;mZUZL>

2 2
Teorema. Consideremos la ecuacion cuasilineal %—[i = K(U) (ZTZ + 2;;) + F(U) donde
FU) y K(U) es una funcion diferenciable. El esquema no lineal explicito es convergente si
oF oF

N
1 —R= g+ oK (UF) > KU il & —R = 57 > 0

1
moK (Uf) — R — 55

2. At <

0K ol
donde R = i (—moU{f + ZmlUln>
i=1
De todos los resultados anteriores se puede ver que los coeficientes de la combinacion
lineal dada en la estrella para aproximar las derivadas es relevante para obtener una condicién
de convergencia en los esquemas explicitos. Esto parece ser un poco confuso si la estrella de
cada punto es distinta y por tanto cambian los coeficientes. En este caso, el problema se puede
resolver tomando la menor cota para At que cumpla la segunda desigualdad en los teoremas
enunciados previamente. Esa menor cota se logra revisando todas las cotas posibles para todas
las estrellas de los puntos.
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5.2 Ecuaciones hiperbdlicas no lineales

Considere el siguiente problema no lineal, donde D = [0, 7] x €2, con  C R?

0*U

— = Lqo|U 84

52 al[U] (84)
donde L es un operador diferencial no lineal que involucra derivadas espaciales, I' es el borde
de €, junto a las condiciones

Ur = f(t) (85)
U(l’,y,O) = g(x,y) (86)
o (0,0) = h(z,) (57)

donde f,g vy h son tres funciones conocidas. Al igual que en el caso de estudio de ecuaciones
parabdlicas, aqui Ur es simplemente la funcién U evaluada en la frontera.

Se utiliza la siguiente aproximacén para aproximar la segunda derivada temporal

62U(CL'0, Yo, ’I’LAt) ~ 61+1 — 2U61 + U(?il
o2 - (At)?

(88)

y todas las derivadas espaciales se aproximan mediante el método de diferencias finitas gene-
ralizadas.

Los resultados de convergencia que se enuncian a continuacién se exponen de manera
detallada en [12] y constituyen notables aportes al estudio de convergencia del GFDM en
ecuaciones diferenciales parciales no lineales de tipo hiperbdlicas.

0’U  9*U

— + — F(U) donde
0z2 + Oy? +E(U)

c(U) y F(U) son dos funciones diferenciables. El esquema no lineal explicito

Teorema. Consideremos la ecuacion cuasilineal Lo[U] = c¢(U)

Un+1 —2U" 4+ U?H—l . S n . n
: Atg 0— = ¢(Ug) ;szz —moUy | + F(Ug)

es consistente.

Respecto de las ecuaciones semilineales hiperbélicas se tiene
- 0*U  0°U

~ 9 a2
una funcion diferenciable. El esquema no lineal explicito

Teorema. Consideremos la ecuacion semilineal Lg[U]| + F(U) donde F(U) es

Ugtt 205 + Ugt!
At?

S
= mU" — moUg + F(UY)
=1

es condicionalmente estable.
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0*U N 0*U
ox? = 0y
c(U) y F(U) son dos funciones diferenciables. El esquema no lineal explicito

Teorema. Consideremos la ecuacion cuasilineal Lo[U] = c¢(U) ( ) +F(U) donde

U61+1_2U61+U61+1 n 5 n n n
AL = c(Uy) ;szz —moUy | + F(Uy)

es condicionalmente estable.

Aligual que en el caso de las ecuaciones no lineales parabdlicas de la seccién anterior,
los coeficientes de la combinacion lineal vuelven a jugar un rol clave para la convergencia en
los esquemas explicitos. Al respecto se recomienda revisar [12] para mds informacién acerca
de los resultados y verificacién de los mismos en términos numéricos.

Segun el conjunto de resultados nombrados anteriormente se creeria que también
hay un conjunto de resultados para ecuaciones elipticas no lineales de segundo orden, lo
cual no es asi. En [13] los mismos autores indagan respecto del desempefio del método de
diferencias finitas generalizadas con ecuaciones elipticas, sin embargo, no se exponen resultados
de convergencia respecto del método. El trabajo particularmente se centra esencialmente en
exponer resultados numéricos para una diversa variedad de ecuaciones elipticas no lineales.

Una forma alternativa a la ecuacién de Richards presentada en (23) y en forma
bidimensional es

2 2 2 2
‘;f _ agée) (Zi) +az;go) (gi) +D(0) (gﬁ) +D(6) (g;) - afgée)gz ~R(6) (89)

En esta forma la ecuacién (87) separa en distintos sumandos los términos diferencia-
les, lo cual permitiria expresar mejor la diferencia entre la solucion numérica y la verdadera
solucién. En [11] y [13] la técnica de demostracion para los distintos resultados presentados
anteriormente se basa en el uso de desigualdades sobre normas, lo cual es una técnica factible
a usar en este caso. El contratiempo en la ecuacién (87) lo representan las derivadas de pri-
mer orden al cuadrado, términos que aparecen frecuentemente en operadores elipticos. Estos
términos no aparecen considerados en ninguno de los resultados para ecuaciones parabélicas.

Sin embargo, si se pudiera prescindir de los términos dificiles de tratar, entonces
se trabajaria con una version simplificada de la ecuaciéon de Richards como se muestra a

continuacién: ) ,
00 _ 040 040 0K (0) 00
5= D(0) <8m2> + D(0) <822> ~ %0 2, R(9) (90)

En caso de ser asi, esta dltima coincide mas con la forma cuasi-lineal tipo B mostrada en los
resultados de convergencia para ecuaciones parabdlicas. Si bien existe un término de primer
orden dado por la derivada parcial de 0 respecto de z, este término al igual que el operador
laplaciano puede ser escrito como combinacion lineal de los valores de la funcién 6 evaluada
en la estrella del nodo central. Esto conduce a concluir que los argumentos légicos para acotar
la derivada parcial de primer orden son andlogos al caso de los términos de segundo orden.
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Lo expuesto anteriormente implica que la ecuacién (87) puede ser identificada en la

forma
%g — F(U) (?;xg T %Zg) +GW) (%Z) + H(U) (91)
donde se considera
U=20
FU) = D(0)
o) = _a[;ég) (92)
H({U) = —R(0)

En este punto, deberia ser suficiente adaptar las condiciones de convergencia del
teorema 4 a la ecuacion (89) para poder calcular un At apropiado y asi asegurar la convergencia
de un esquema explicito.
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6 Soluciéon Numérica

Utilizando las ideas presentadas en el capitulo 4, se procede a presentar los problemas a
resolver y los respectivos esquemas de aproximacién numérica a usar.

6.1 Ecuacion de Richards unidimensional

Al considerar la funcién 6 como una funcién unidimensional que sélo depende de z, la ecuacion

de Richards se reduce a
00 15) oh
ot 92 <K<8z_1)> =0 8)

donde t es el tiempo, z es la profundidad del suelo considerando hacia abajo el sentido positivo,
h es la presién del agua del suelo y K es la conductividad hidraulica. Al tomar la directriz
de Hayek (2016), se puede tener en cuenta casos particulares de K y h para la posterior
resolucion de (22). Al considerar

0=en (94)

es la saturacion efectiva de caracter adimensional, ¢ es un pardmetro

donde © =

positivo y n un exponente adimensional positivo relacionado a la distribucién del tamano de
los poros. Asumiendo ademés que K = kk, v k, = 0™ = e, se pueden utilizar todas estas
relaciones [20, pdg. 663] para transformar la ecuacién de Richards en

00 0 00 0K (©)
ot 0z <D(@) 8z> 9z (9)
Las condiciones iniciales del problema son
O(z,0) =0,, z€]0,2zmaz] (96)
—a(n—1)Vt ﬁ
O(0,1) = b, + (65 — 0,) (1 e ) £ € [0, tmaal] (97)

Adicionalmente, se considera una condiciéon de tipo estabilizadora para el extremo
derecho del intervalo al que pertenece la variable z. Esto no solamente permite estabilizar la
solucién en un valor particular, sino que facilita la aproximacion de los valores en el borde
para cualquier tiempo posterior al inicial. Esta condicion se plantea de la forma siguiente:

aa(j(zmaxv t) = O) te [07 tmax] (98)

Para la resolucién de la ecuacién (29) se empieza por discretizar el dominio del
problema. Sea {zq, 21, ..., 2p} C [0, Zmaz] con 2z; < zip1,1 < i < M — 1y {to,t1,....,tn} C
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[0, timaz] con tj < tjp1,1 < j < N — 1. La funcién u serd la aproximacién de © en el punto
(Zi, tj).

0
Una aproximacion razonable y justificada para — es

ot
00 Wt —d
—(z; t ~ R E— 99
8t( o) tiv1 —tj (99)
De esta manera, la ecuacién de Richards unidimensional con R(f) = 0 tiene el
siguiente esquema de aproximacién
J J 207 J J
Gl oD (©;) (00 ;070  0K(0)) 00
w; = + (L — + D(©; — 100
7 7 (]+1 .7) ( 89 az ( ’L) 822 8@ 82 ( )
donde las derivadas se aproximan mediante el sistema lineal
2
w? 0 0 ha %1 w? 0
h1  ho hs 0w 0 ha %2 99 hi  ho hg 0 w2
h3 o} h2 . . 6, | = m2 »3 hs :
2 2 2 : S 522 2 2 Fl :
0 0 w? hs % 0 o0 w?

(101)
donde U, para 0 < r < S es el valor de la funcién u en los puntos de la estrella
E;j = {x0, -+ ,xg} del punto (2;,1t;) donde x¢ = (2;,1;).
Las condiciones de borde en forma discretizada quedan como
9=9,, Vi (102)

U;

j 7u.(n71)th n—1
& = 0, + (8, — 6,) (1 e ) (103)

En el caso de la condicién (27), ésta reduce el sistema en (30) a una sola incognita,
de modo que la eleccién de la estrella en los puntos (zmazx,t;), Vj requiere que S > 1.

6.2 FEcuacion de Richards Bidimensional

En este caso, se pondran los esfuerzos para resolver la ecuacién (22) en dos dimensiones
espaciales, cuya expresiéon es

ot~ 00

90 0D() (89)2 N agée) (09)2 +D(9)a29 %0 OK(0) 0

o " S D)5~ T g — RO (104)
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con 0 <0 <1,0<z<xp,t >0y 2z > 0. Esta ecuacién es la versién adimensional
presentada en [21] de la ecuacién de Richards con término fuente no lineal. La ecuacién (93)
debe ser dotada necesariamente de condiciones de borde adecuadas para su efectiva resolucion
numérica. En Broadbridge (2017) se detallan condiciones de borde correspondientes a distintos
problemas de caracter fisico, sin embargo el correspondiente a analizar en este escrito es el
segundo de tal trabajo.

Considérese un sistema formado por surcos de riego poco profundos dispuestos sobre
el eje © (z = 0) de ancho 2z y dispuestos sucesivamente bajo un periodo de largo 2I, con
l > xp, como muestra la figura 1.

Vi(t) Vi(t)

N

Figura 9: Esquema de surcos irrigacion

La ecuacion que describe el contenido volumétrico de agua adimensional 8 en funcién
de x, z,t para un elemento tipico del sistema descrito por la figura 1 es la ecuacién. En [21]
se construye una solucién analitica de (104) de la forma

o %ln(l + (e — 1)) (105)

que es el contenido de humedad volumétrico adimensional en los poros y m un parametro
empirico proveniente del modelo de Gardner. La funcién p es una funcién obtenida de la
solucién por una reduccion de la ecuacién de Richards a una ecuaciéon de tipo Kirchoff-
Helmholtz de la forma

D(lm‘z‘; — Lu— R(u) (106)

Para simplificar la solucién de la ecuacién se escoge una combinaciéon de D(u) y
R(p) de forma que la expresién anterior sea reducible a una expresién de tipo —ku con k € R
constante. En este caso la funcién p es de la forma

p=eMtd(z, z) (107)

que corresponde a una solucién de tipo separable y donde A es un pardmetro de atenuacién
temporal para ®(z, z). No es dificil ver que la condicién inicial, es decir para t = 0, es ®(z, z).
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Al resolver para ® se obtiene

- ( 1+4("Z”)2—4H—1) z

B(x,2) = 3 24,008 (”m) ¢ (108)
=0 ! 1+\/1+4(”7“)2—4;~;
con F
Ay = 0;”0 (109)
y paran > 1
A, = 2 Fysin (mrxo) (110)
nmw [

Segun lo expuesto anteriormente, las condiciones de borde del problema a resolver a usar en
este trabajo son

0(z,2,0) = ®(z,2) (111)

0(x,0,t) = eM®(x,0) (112)

0:(0,2,t) = 0,(1,2,t) =0 (113)
. 00(z,z,t)

La dltima condicién constituye una reinterpretaciéon de un requisito muy usado en
las soluciones de este tipo de problemas, y que corresponde a una estabilizacién o convergencia
de la funcién 6 para valores muy grandes de z.

Se comienza por particionar los respectivos dominios de las variables del problema, en
este caso, sea {xo, r1,...,xn} C [0, 2z0] con x; < zi11,1 <i < N—1,{z0,21,...,2p} C [0, Zmaz]
con z; < Zj_H,l <j<M-1y {to,tl,...,tp} C [Oytmax] con ty < tg41,1 < k< P-1.Es
necesario mencionar que aunque el problema tenga intervalos de largo infinito para z y ¢, la
solucion numérica efectiva se hace utilizando valores de tope que en este caso corresponden a
Zmaz Y tmaz- Como convencién se denota (x4, 25, t;) = GZ’?; ; ¥ por u(z, 2,t) la solucién generada
por el método de diferencias finitas generalizadas, es decir, 6 ~ u.

00
En el caso de la derivada temporal ET se utilizara una aproximacién de primer orden

de un paso
k+1 k
0 wu: = uy .
ap (i 2y th) = (115)
t te+1 — Uk

ya que la ecuacién tiene una componente parabdlica y una sola condicion inicial para t.

La iteracién de diferencias finitas para ufjl es de la forma
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oD(uk,) [ [005,\?  [00F;\* 0%, | 0%0F,\  OK(uf)) 00%,
k+1 _ k ) _ 1,] 7,] 7,7 k ) 7,] 1,7
R < 00 << ar ) T\ @ ) | Pw) G T 20 0=
) (116)
907 . 00
donde % = 8—(331, zj,tr). El esquema (105) constituye un esquema explicito de aproxi-
z z

macién, de modo que se utilizan los valores en t; para generar los valores en tx1.

Se puede construir un esquema implicito de iteracion utilizando lo demostrado en
(72). La diferencia respecto del esquema explicito es que el lado derecho del esquema iterativo
en (105) depende del valor temporal siguiente, que es el que se buscando. Dado que cada valor
de las derivadas hasta segundo orden en xy es una combinacién lineal de la funcién u en los
puntos de la estrella, se tiene entonces lo siguiente: Si la estrella del punto (x;, z;) es

{(x% Zj)7 (milVZjl)? (xiw ij), X (xisv st)} (117)

se puede escribir cada derivada de la siguiente forma

k+1
89k+1 Z mlh]lyluzl jl = M5, 4
ox S
k+1 k+1 k+1
89’6,] Z mllu]l)QuZl Jl - mZv] QU
Oz =1
82(9k+1 & k41 k1
Q = | > sug ) —mijauy] (118)
629 +1
B =S| k+1
,’Z‘é Z mllv]lv4u’il,jl mlv] 4U
%07t
[2¥)
2 R s
0z Z m;, 55U i m; jsuU; J

k+1

i, son los valores de u en los puntos de la estrella de (i, 2j).

donde los valores u;
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De este forma, el esquema implicito de aproximacién es

2 2
1 S S
k+1 k aD(“fJ'r ) k+1 k+1 E+1 E+1
= (T —ty) | —=2= My, Gy 1 0 — TG 1 s + My G 2, 5 — TG 2U; 5
ul,] u7’5.7+( k+1 k 69 i,J1,1 17,71 4,5,1 W 5 ©1,71,2 17,71 4,5,2W; 5

=1 =1

S S
k+1 k+1 k1 k+1 k41
+D(u;; ) (E M, Gy AU, G, — M jaly; + E My 5y 5U5, 5, — M350 )

=1 =1

8K(u’?;.“1) 2 k41 k41 k
7, +1
- 90 Z My, 5y,2W4, 5, — Mi,5,2U; 5 - R(ui,j ) (119)

=1
Al plantear la expresién anterior para cada nodo interior, se obtiene un sistema de ecuaciones
para los valores de w en el valor temporal k+1. Este sistema se resuelve mediante algiin método
de resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales como por ejemplo el Método de Newton. Si
bien el sistema no lineal resultante para el esquema implicito parece mas dificil de escribir, es
bien sabido que los métodos implicitos tienen mejores resultados en cuanto a la convergencia.

El método de diferencias finitas generalizadas busca aproximar por separado todas
las derivadas espaciales de la ecuacién (43) en el punto (x;, 2;, t;;) mediante la seleccién de una
estrella {Zo,Z1, - ,Zs} C [xo, -+ ,xN] X [20,- -+ , 2Mm], donde Zg = (3, zj, ti,). Posteriormente
se utiliza esta informacién para resolver el sistema lineal

A(hra lmwr)D = b(hra ly, wy, O, 97“) (120)
con
LAY A o\ [t M
ll l2 ZS 0 w 0 h l hg l% hol
A= | ® B A 2 ' 2 b2 3 3 hal2 (121)
2 3 2 : S
51 72 58 2 h2 12
by holy - hsls) N0 0 ws) \ns 15 2 5 nglg
9; ;
o5
D = L (122)
b
74217
R
axag
ot S g0 0 (0
R 5 0 wd -~ 0 |]|6,—6
b= 5 ZF - 7 S . . (123)
2 2 12 Do o :
2 3 E] 2 B
hili  hslsy hglg 0 0 Wg s — 6o
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donde h, =z, — g, l, = 2z —zgpara 1 <r < Sy S >5.

Las condiciones iniciales en forma discretizada quedan como sigue

- < 1+4(";’)2—4n—1> =

w(zi, 2, t0) = 3 2Anc08 (”77”) ¢ _ . Vi, (124)
n=0 1+\/1+4(”l—”) — 4k
e A, cos (T)
u(zi, 20, t) = 24 . Vi,k (125)

n:01+\/1+4(nli)2—4/<c

Las condiciones (36) y (37), hacen que el sistema (40) tenga menos incégnitas a
buscar para poder generar el valor en el borde correspondiente. Se fija los valores

005 ; 0% ;
I 1 Vi k 12
5 5 =0 Vi (126)
lo cual implica que
’u,(x(),Zj,tk) = u(xl,zj,tk), Vj,k (127)
U(IEN,ZJ,tk) = U(l'N_l,Zj,tk), \V/],k’ (128)
y la condicién
Gt 0, Vi k 129
az - ) Z? ( )
permite escribir
u(xi,zM,tk) = u(a;i,zM_l,tk), Vi,k (130)
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7 Experimentos computacionales

7.1

Caso unidimensional

Se utiliza el software MATLAB 2021 para correr los algoritmos de diferencias finitas ge-
neralizadas. En todos los casos se utilizan mallas regulares debido a que los dominios son
esencialmente rectangulares. Para el problema unidimensional tratado por Hayek (2016) se
utiliza S = 2 y w(h) = 1, de modo que coincide con el método de diferencias finitas usuales.
Las figuras 10, 11, 12, 13, 14 y 15 describen la solucién del problema en distintos valores de ¢.
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7.2 Caso bidimensional con término fuente no lineal

Al resolver el problema descrito por Broadbrige (2017), se utiliza S = 2 y w(h) = 1, y se varia
en dos combinaciones de pardmetros y funciones D, K y R, descritas en la siguiente tabla:

Caso A m K D(0) K(0) R(6)
_ mem@ em97 K em@_l A 1—677”9
I | —0,0021 | 3 | -331-107° | me™ —— (eme_l ) A - 9)
1 | 00035 | 5 | —468.10°6 | me? | ea [ (1) | AQem?)
. _ 10—=>5 | mcosh(m@) | sinh(md) rsinh(mo) Atanh(m0)
11 | —0,0021 | 3 | —331-10 | et | it | e +e n
1V —0,0035 | 5 | —4,68-10 sinh(m) sinh(m) senh(m) + m

Cuadro 1: Tabla de descripciéon de casos a resolver

Las figuras 5,6,7 y 8 grafican la concentracién en distintos tiempos para los casos I
y II, y las figuras 9,10,11 y 12 lo hacen para los casos 1] y IV.

En la figura (16) se puede ver el perfil inicial para ¢ = 0 de la solucién, cuando se
utiliza una malla de rectangular de n = 100 puntos, construida por la divisiéon del intervalo
[0,1] en 10 puntos para x y la divisién del intervalo [0, 3] en 10 puntos para z también. Para la
convergencia del método se tomé una cantidad de 40001 puntos equiespaciados del intervalo
[0,500] para t. Aqui to = 0y ¢ty = 500 que son los instantes inicial y final respectivamente. En
la misma grafica se muestra la evolucién de la concentracién de humedad en los poros para
tres instantes en particular, t = 0,250 y ¢ = 500. Se puede observar en las figuras 16 a 23
que la solucién analitica tiene el mismo comportamiento y sus graficas son practicamente las
mismas para los mismos valores de t graficados para el GFDM. Al observar las gréaficas de
forma cualitativa se puede concluir que el método de diferencias finitas generalizadas.

La medida de error a utilizar para comparacién son la norma dos al cuadrado y la
diferencia maxima en valor absoluto. En concreto, si 6F ;Y uk ; son los valores reales de 6 por la
2. 2

38



Porcentaje de humedad
Porcentaje de humedad [—__1BROADBRIDGE =0

[ t=0 [ BROADBRIDGE 1=250
=250 [ EROADBRIDGE 1=500
[ =500
T
@ o
@ w
w
0.2 0.2
A 0
1 3 p ;e
2 0.5 1
05 1 ) 0 0 )
Eje x 0o o Ejez Eje x Eje z
. ., Figura 17: Perfil de concentracién
Figura 16: Perfil de concentracién stra 2o .
.. . para distintos ¢ con la solucién
para distintos ¢ con el método . .
analitica de Broadbridge en el
GFDM en el caso 1. .
mismo caso.
Porcentaje de humedad
Porcentaje de humedad m
[C1GFDM t=0 [ BROADBRIDGE t=250
[ GFDM t=250 [ BROADBRIDGE =500
I GFDM =500
fo]
o 8
&
0.2
02
0.l
-l 1 3
1 3 05 ) 2
05 ; 2 ) 0 o
0o o Eje x Eje z
Eje x Eje z

Figura 19: Perfil de concentracion
para distintos ¢ con la solucién
analitica de Broadbridge en el
mismo caso.

Figura 18: Perfil de concentraciéon
para distintos ¢ con el método
GFDM en el caso II.

solucion analitica y la solucién aproximada por el método de diferencias finitas generalizadas
respectivamente, entonces se definen los errores como

N M 9
By =33 (08 — ;) (131)

i=1j=1

k
i’j

Emar = ___méx _|0f; —u (132)

1<i<N1<j<M

El método de diferencias finitas generalizadas se probard también para distintas
mallas para ir observando el comportamiento del error y convergencia en cada caso. Los
resultados obtenidos se resumen en las siguientes tablas para cada caso estudiado:
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Caso | N | M P FEs Fraz
I 10 | 10 | 40001 | 0,0027 | 0,0092
I 16 | 16 | 1000001 | 0,0020 | 0,0072

Cuadro 2: Tabla de resultados para el caso 1

Caso | N | M P Es FEas
II 10 | 10 | 40001 | 7,2045-10~* | 0,0061
11 16 | 16 | 120001 0,0103 0,0081

Cuadro 3: Tabla de resultados para el caso II
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Caso | N | M P Es Enaz
111 10 | 10 40001 0,0033 | 0,0098
111 16 | 16 | 1000001 | 0,0030 | 0,0079

Cuadro 4: Tabla de resultados para el caso 111

Caso | N | M P 1) Eraz
IV 10 | 10 | 40001 | 7,1577 - 1071 0,0059
IV 16 | 16 | 120001 0,0101 0,0080

Cuadro 5: Tabla de resultados para el caso IV

Una idea utilizada en [21] para estudiar y concluir acerca de lo solucién son la
graficas de contorno para distintos valores de 6. Las siguientes figuras representan graficas
de contorno de la solucién por el método de diferencias finitas generalizada asi como de la
solucién analitica.
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Figura 30: Graficas de contorno para
distintos valores de 6 en t =t con el
método GFDM en el caso IV.

8 Discusion

Como se puede apreciar en los resultados de la secciéon anterior, el método de diferen-
cias finitas es un método que en primera instancia converge a las soluciones con éxito. Esto,
sin embargo, no quiere decir que no haya ciertos aspectos del método a tener consideraciéon a
la hora de resolver un problema con valores en la frontera.

En primera instancia el problema presentado por Hayek en [20] parece ser bastante
bien aproximado por el método de diferencias finitas generalizadas. Si bien la ecuacién re-
suelta en este caso no tiene término fuente no lineal, es util la comparacién para entender la
forma en que funciona el método. Es cierto que el problema en una dimensién espacial reduce
significativamente la dificultad a la hora de programar el método, ya que la estrella de cada
punto queda facilmente determinada. De hecho en estos casos ni siquiera hay que preocu-
parse por utilizar un criterio determinado para elegir los puntos de apoyo para aproximar la
derivada pues hay solamente dos direcciones posibles. La ventaja de plantear el m étodo de
diferencias finitas generalizadas en una dimension, es el hecho de poder construir un método
que actué sobre la particién de un intervalo que no sea equidistante y por lo tanto permita
la posibilidad de tener puntos a distintas distancia. Esto es especialmente 1util en algunas
ecuaciones diferenciales parciales donde la norma del gradiente (o pendiente de la derivada
si corresponde) toma valores muy altos, lo cual indica que la funcién en esas zonas crece de
manera mas violenta. La idea a plantear ante esta situacién es refinar la malla en esas zonas,
es decir, agregar mas puntos que estén mas cercanos entre ellos de modo que se puede reducir
el error de aproximaciéon de las derivadas.

En cuanto a la soluciéon construida por Hayek, la comparacién grafica muestra que
el GFDM aproxima y reproduce muy bien la solucién del problema. En [20] se muestra el
siguiente grafico que da a entender el comportamiento de la funcién 6.

En esta caso la funcién buscada es una que muestre la saturacién efectiva de los
poros cuando existe irrigacién constante a lo largo del eje z que tiende a aumentar con el
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Figura 32: Solucién presentada en [20] para la ecuaciéon de Richards unidimensional

tiempo hasta un valor maximo. La figura (32) muestra este proceso a medida que avanza el
tiempo, pues los poros que se encuentran a mayor profundidad comienzan a saturarse hasta
lograr un valor maximo con el frente de irrigacién usado. La curva en rojo de la figura, y por
tanto los valores correspondiente a ésta, corresponden con la solucién presenta por Hayek en
2016. La curva en azul es un segundo caso que usa de distintos valores para los parametros
pero que presenta el mismo comportamiento con el anterior.

En el caso de la ecuacion de Richards bidimensional presentada en [21], el comporta-
miento natural de la solucién analitica 6(x, z,t) cuando se hace variar ¢, es el de una superficie
que en términos generales mantiene su forma y comienza a bajar hasta el plano x — z. Esto se
puede apreciar con todo el analisis hecho en el escrito sobre la solucién analitica encontrada.

Es relevante remarcar también que en el caso de los esquemas explicitos no existe
una libertad absoluta en la particiéon para que el esquema iterativo converja efectivamente.
Esto queda en evidencia especialmente en el problema solucionado por Broadbridge en [21]
con las magnitudes de las particiones que se tuvo que tomar en todos los casos estudiados,
yva que la cantidad de puntos a tomar para la variable t es muy grande comparado con la
cantidad de puntos tomados para x y z. Sin embargo, no hay que olvidar considerar el valor
maximo tomado para t, el cual es de 500 en comparacion con los valores maximos considerado
para x y z que son de 1 y 3 respectivamente. La razon por la que se toma un valor tan grande
de t es por el hecho de que para valores pequenos de ¢t no se puede apreciar una diferencia
en los valores de # tanto grafica como numéricamente. Esto se debe a que la constante A que
aparece en el exponente del término exponencial es muy chico para una variacién pequenia
de t. De hecho, para valores de t en el intervalo [0, 10], el término et es muy parecido a 1,
haciendo que la superficie final ¢(x, z) baje muy poco.

Es evidente que la solucién obtenida por el método de diferencias finitas generalizada
reproduce el comportamiento de la solucién analitica propuesta en [21], ya que a medida que
evoluciona en el tiempo se produce una atenuacion de la superficie inicial en ¢ = 0, atenuacion
producida por el término exponencial e~4*. Las gréficas de contorno muestran también una
gran coincidencia, aunque en este caso si parece resaltar las pequenas diferencias numéricas
de ambas soluciones. Aun as; la diferencia en términos absolutos no es demasiado grande y
tampoco afecta esto a la tendencia o comportamiendo de la solucién generada por el GEFDM.
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Este trabajo en particular se puede contrastar con otro que también ha tenido un
objetivo similar, que es el de Chavez-Negrete, Dominguez-Mota y Santana-Quinteros en [22].
En tal escrito se presenta la solucién de la ecuaciéon de Richards sin término fuente no lineal
pero en dos dimensiones espaciales, que son las mismas consideradas en este trabajo y en la
solucion encontrada por Broadbridge. La conclusion del escrito es que los resultados muestran
que el método de diferencias finitas generalizadas obtienen un buen desempeno al resolver la
ecuacion de Richards considerada. Este desempefio se mide no en comparacién a una soluciéon
analitica encontrada en algin otro trabajo previo, sino que méas bien se compara respecto del
método de elementos finitos. El software usado para comparar en tal instancia es FlexPDE
6 de PDE Solutions Inc, y éste implementa el método de elementos finitos de tipo triangular
que ademds contempla un refinado adaptativo de la malla para minimizar el error en zonas
donde la norma del gradiente tenga muy altos valores. Los resultados mostrados de forma
grafica y numéricas son buenos y consistentes respecto del método de elementos finitos.

Si bien los resultados mostrados son buenos, es tutil mencionar las diferencias que
contiene este trabajo respecto de tal publicacién. La primera diferencia ya fue resaltada en
el parrafo anterior, y es el hecho de que se haya trabajado la ecuacién de Richards sin un
término fuente no lineal. Este término agrega una complejidad extra a la ecuacién y claramente
interviene en la convergencia de cualquier esquema de aproximacién numérica. Si bien no
se especifica particularmente qué tipo de criterio se utiliza para formar la estrella de cada
punto, aun asi este hecho no parece influir mucho siempre y cuando se haya hecho mediante
alguno de los criterios mencionados anteriormente y considerando las ventajas y desventajas
de cada uno. Otra diferencia notable es qué tipo de expresién se utiliza para aproximar la
derivada temporal de primer orden. El esquema usado es tipo Crank-Nicolson implicito para
aproximar la primera derivada temporal. Si bien este tipo de expresiones es menos sencilla
que la presentada acd, ésta tiende a ganar orden de precisién para el término que reemplaza.

Un punto en comtn es el hecho de que se utiliza una malla de tipo rectangular para
trabajar el problema presentado. Esta decisién es coherente ya que el dominio no presenta
ningin tipo de irregularidad ni geometria especial, aunque en realidad el modelo corresponda
a una situacion diferente.
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9 Conclusiones

En este trabajo se presenta el método de diferencias finitas generalizadas y su apli-
cacion a problemas propuestos en primera instancia a la ecuacién de Richards unidimensional
y en segunda instancia a la ecuacién de Richards bidimensional con término fuente no lineal.
La convergencia del método es verificada para distintos tamafios de malla y sus resultados
son coherentes con lo presentado en la literatura. Se utilizan los datos, casos y soluciones pre-
sentadas en [20] y [21] con el fin de contrastar los resultados obtenidos por el GFDM. Estos
resultados se presentan tanto de forma grafica como numérica, lo cual muestra en ambos casos
una gran coincidencia con las soluciones analiticas.

Cabe destacar que este trabajo se presenta de forma novedosa con la idea de ser un
aporte a nuevos conocimientos, ya que en otros trabajos como el de [22] se utiliza e implementa
el mismo método trabajado en este escrito, pero se hace sobre la ecuacién de Richards sin
término fuente y con una comparacion de tipo numérica.

Por tultimo, se plantean dos ideas a seguir desarrollando en trabajos posteriores;
la primera es la implementacién del método de diferencias finitas generalizadas mediante
un esquema implicito de resoluciéon para la ecuaciéon de Richards bidimensional. La segunda
es el desarrollo de condiciones de convergencia para los esquemas explicito e implicito de
resolucién numérica para la ecuaciéon de Richards, cuya dificultad se encuentra atn en el
manejo controlado del error de la parta eliptica del operador diferencial de la ecuacién.
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11 Anexos

11.1 Diferencias finitas generalizadas en R?

Ahora se presentara el método de diferencias finitas generalizadas para una funcién de tres
variables en su forma més general. Sea f = f(z,y, z) una funcién C"(U), r € N, para cierta
bola abierta U de R3. Es sabido del calculo multivariable que es posible generar un polinomio
de Taylor centrado en un punto Xo = (xo, Yo, 20) para aproximar el valor de f en un punto
X = (z,y, z) mediante la expresién:

V- H)? f(X, v - p(x
( )2 (Xo) ., ( (3_1)!( 0)

(v I?(” f(A)

r)!
(133)

f(X) = f(Xo)+ (V- H) f(Xo)+

donde V - H es el operador (hé%+k8%+l%), h=z—xp,k=y—yo,l=2—20y
A =1tX + (1 —t)Xy para cierto t € (0,1). Notemos que si f = f(z,y) entonces el operador
V - H se convierte en (h% + k:a%), y se recupera la férmula de Taylor para una funcién de
dos variables.

Si ahora se conoce la funcién en una cantidad de finita de puntos, se puede utilizar
esta informacién para aproximar todas las derivadas en un punto hasta el orden r que se
necesiten. En general, si se necesita aproximar hasta la derivada r-ésima para una funcién de
n variables, la cantidad de incognitas involucradas en el sistema se obtiene sumando todas
las derivadas posibles en las n variables desde orden uno hasta orden n. Este problema de
tipo combinatorio no es un problema trivial y ha sido tratado en distinto trabajos y fuentes
bibliograficas. En particular, si se necesita conocer de cuantas formas se puede derivar r veces
una funcién de n variables, se necesita calcular el nimero p,(r) que es la particién de un
nimero entero positivo en la suma de n enteros positivos. Una forma poderosa de establecer
este resultado es mediante el uso de series generadoras.

Sim = >_;pn(i), se puede usar entonces m puntos distintos de Xy, digamos
X1, Xa, ..., Xm, para aproximar todas sus derivadas hasta las de orden r resolviendo el siste-
ma:
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(V) (X)L (V) F(X)

(V- Hy) f(Xo) = f(X1) — f(Xo) (134)

7!
. H5)? : (r)
(V- ) f () + IO (VIO ) g
) 2 . ()
(V- ) f() + )y V) IO )~ px)

donde H; = X; — X. En el caso de r = 2, se puede aproximar las 9 derivadas de
orden menor o igual a 2 en el punto Xy = (x0, Yo, 20), utilizando 10 puntos incluyendo X
y formando un sistema lineal de 9 ecuaciones y 9 incognitas. Considérese Xy, X1, Xo, ..., Xog
puntos distintos y por simplicidad denotaremos f; = f (X;). Asi las cosas, se puede escribir

hl kl ll %ﬁ %i % hlkl hlll klll LJ;?
Ry kL o fi—fo
he ke b S G hoky ol kel || n
hs ks I3 % MO8 hgky hsly ksl o f2_f0
w2 9% fo 37 /0
ha ke lo 5t 5 3 haka haly kaly | | “gp2 fa—Jo
hs ks I 505 % hsks hsls ksl | | G2 | = | 5 o (135)
2 2 0 _
he ke ls 5 %% heke hels kels g;;o }fﬁ §0
R2 k22 0 7—Jo
hy ky l; =L =L L hrky hily krl 920
7 kv 7 7 73 37 whr halykely | 95ay fo— 1o
hs ks g 72 ?z 72 hgks hgls  kslg %g?g fQ_fO
hg k‘g lg %9 1%9 %9 hgk‘g hglg k‘glg OyOz

donde h; = x; — xo, ki = vi — yo v l; = z; — z9. Cabe destacar que este sistema se podria
haber planteado con méas de 9 puntos, logrando obtener un sistema sobredeterminado para
las 9 variables involucradas. En este caso, la solucién no es exacta y pasa por buscar la
mejor aproximacion de las incégnitas del sistema, es decir, los valores que minimicen la suma
cuadrética de errores.

En este punto, es interesante estudiar cuando el sistema (3) tiene solucién tnica
o no, lo que conduce a ver en qué casos el determinante de la matriz de coeficientes en el
miembro izquierdo de la ecuacién (3) es 0. Veamos que el determinante de esa matriz, a la
cual llamaremos A, no puede ser cero por proporcionalidad entre filas. En efecto, si fuese asi
existen dos indices distintos i y j, y existe p € R\ {0} tales que:

hi = phj, ki=pkj, l; =Dpl; (136)
hi=ph3, ki=pki, I} =pl; (137)
hik; = phjk;, hil; = phjl;, kil; = pk;l; (138)
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Claramente, si X; # X, entonces al menos una de las coordenadas de X; es distinta
a la respectiva coordenada de Xy. Asumamos sin pérdida de generalidad que tal coordenada
es la primera, de modo que h; # 0. Asi, de la primera igualdad de (4) se obtiene que p = %
J

y reemplazando esta expresién en la primera igualdad de (6) se obtiene que
hi<ki—kj)=0:>hi=06ki:kj

Si h; = 0, entonces p = 0 lo que contradice la hipétesis inicial. Si k; = k; entonces
p=1y h; =h; yl; =1; de modo que X; = Xj, lo cual contradice el hecho de que todos los
puntos considerados son distintos.

De esta forma, sélo se puede aceptar que el determinante se anula debido a proporcio-
nalidad entre columnas. Si se agrupa las columnas de A en tres grupos, G; = {A.1, A.a, A3},
Gy ={A4, A5 Asty Gs ={Ar, Ag, Ay}, donde A ; es la columna j de Aparal <j <9, se
puede estudiar en qué casos el sistema no tiene solucién tnica, de modo de echar un vistazo
general a las situaciones que se deben evitar a la hora de escoger la estrella de puntos alrededor
de X a usar en el sistema.

Considérese ahora proporcionalidad entre elementos del mismo grupo, digamos entre
A1y As para el grupo G, es decir, existe p # 0 tal que

h; = pk;, Yi € {1,2, .. .,9} (139)

Una breve reflexiéon lleva a concluir que los puntos deben todos ser parte del plano
x = p(y — yo) + zo, de modo que elegir todos los puntos en un mismo plano donde el vector
normal tiene un cero en la tercera componente hace que el sistema puesto en (4) no se
pueda solucionar. Se hacen conclusiones similares para cuando otras dos columnas de G1
son multiplos escalares.

Si ahora existe p # 0 tal que A.4 y A.5 son multilplos escalares

h? =pk?, Viec{l1,2,...,9} (140)

lo que lleva a concluir que los puntos no pueden pertenecer a planos asintéticos
para una hipérbola que se abre de forma paralela al plano xy. Una vez més se pueden hacer
conclusiones similares para otras columnas de Gs.

Para G3 vemos que si A.; y A.g son proporcionales, tenemos

hik; = ph;l;, Vi€ {1,2,...,9}, p;é() (141)
y por tanto los punto pertenecen al plano x = ¢ o al plano y = p(z — zp) + yo.

Si ahora la proporcionalidad fuese entre columnas de distinto grupo, digamos G y
G, y en particular entre A.q y A.5, se tendria que

h; =pk?, Vie{1,2,...,9}, p#0 (142)
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concluyendo que los puntos no pueden pertenecer a la pardbola x = p(y — yo)? + zo.

Se podria seguir estudiando los casos para las interacciones entre columnas de G y
Gs, v G2 y G3, llegando a conclusiones similares para distintos planos, parabolas e incluso
conos elipticos como podria suceder para cuando hay proporcionalidad entre las columnas 5
y 8 de A, sin embargo, se deja entrever lo que sucederia dado lo hecho anteriormente.

Si se quiere evitar que los puntos formen alguno de los planos o figuras en general
de las que se menciond en los parrafos anteriores, parece primordial elegir los puntos de la
estrella de X en distintas secciones de los octantes que define ese mismo punto.

En general, ademas de saber cuando se anula el determinante del sistema, se tiene que
considerar si la matriz estd mal condicionada o no, ya que este hecho puede influir directamente
en la resolucion del sistema, independientemente del método que se utilice para resolver.
Con esta idea en mente, se debe seleccionar de manera cuidadosa los puntos que se utilicen
para aproximar las derivadas en un punto central Xj. Existen distintos métodos de control
propuestos por diversos autores, para asegurar que los puntos usados son ttiles a la hora de
aproximar las derivadas.
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11.2 Cdbdigo de GDFM para la ecuaciéon de Richards con solucién presen-
tada por Hayek 2016 (Eduardo Contrera)

YRICHARDS 1-D POR DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS HAYEK 2016

cle
clear all

%Definicion de constantes

a2 0.1525,
ks2=1.1147;

%Discretizacion del dominio de z y t

z=linspace (0,50 ,51);
t=linspace (0,45,1501);

dt=(t(2)—t (1));
%Valores parametros del modelo

DO=((nxks)/(ax(os—or)));
KO0=(ks)/(os—or);
V=KO0x*(o0s )" (n—1);
D02=((n2xks2)/(a2x(os—or)));
K02=(ks2)/(os—or );
V2=K02x*(0s)" (n2—1);

%Condiciones iniciales

U=orx*ones (1,length(z));
U2=or*ones (1,length(z));

%Aproximacion de derivadas con respecto a z mediante diferencias finitas
%generalizadas .

for j=2:length(t)

U(j,:)=zeros(1,length(z));
U(j,1)=or+(os—or)x(l—exp(—(ax(n—1)*Vxt(j))/n)) (1/(n—1)); %condicion
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end

for

end

para z=0
U(j,length(z))=U(j—1,length(z))+dt=((2xD0*x(U(j—1,length(z)))" (n—1)x
(U(j—1,length(z)—1)—U(j—1,length(z))))/((z(length(z)—1)—z(length(z)))"2));
%condicion para z=M

for i=2:(length(z)—1)

hl=z(i—1)—z(i);

h2=z(i+1)—z(i);

A=[h1,(h1)"2/2;h2,(h2)"2/2];

D=A\b;

U(j,1)=U0(j—1,i)+dt*(D0x(n—1)%(U(j—1,i))" (n—2)%(D(1))"(2)+D0x

(U(gj —1,i)) " (n—1)*D(2) —KOxn*(U(j—1,i)) " (n—1)xD(1));

j=2:length(t)

U2(j,:)=zeros(1,length(z));
U2(j,1)=or+(os—or)*(l—exp(—(a2%(n2—1)xV2xt(j))/n2))"(1/(n2—-1));
%condicion para z=0
U2(j,length(z))=U2(j—1,length(z))+dt*((2xD02x(U2(j—1,length(z)))" (n2—1)x
(U2(j—1,length(z)—1)—U2(j—1,length(z))))/((z(length(z)—1)—z(length(z)))"2));
for i=2:(length(z)—1)

hl=z(i—1)—z(i);

h2=z(i+1)—z(i);

A=[hl1,(h1)"2/2;h2,(h2)"2/2];

b=[U2(j —1,i —1)—~U2(j—1,i);U2(j—1,i+1)—U2(j—1,i)];

D=A\b;
U2(j,1)=U2(j—1,i)+dt*(D02%(n2—1)%(U2(j —1,i))" (n2—2)*(D(1))" (2)+D02+
(U2(j—1,i)) " (n2—1)*xD(2)—K02%n2x(U2(j—1,i)) " (n2—1)xD(1));

end

GRAFICOS DE LAS FUNCIONES
for j=1:length (t)

figure (1);

clf;

plot (z,U(j,:))

hold on

plot (z,U2(j,:),’r")
axis ([—5,55,0,1])
drawnow

pause (0.001)

end

%plot (z,U(1401,:))
%hold on
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%axis ([—5,55,0,0.5])

%plot (z,U02(1401,:), 1)

%legend (’a=0.1, n=3.5, Ks=1",’a=0.1525, n=1.9269, Ks=1.1147")
%title ("Concentracion de agua’)

%xlabel (’Profundidad z’)

%ylabel ("’ Concentracion theta )
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11.3 Cdbdigo de GFDM para la ecuacién de Richards con término fuente
no lineal (Eduardo Contrera)

9%PROGRAMA DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS PARA RESOLVER LA ECUACION
%DE RICHARDS PRESENTADA EN BROADBRIDGE 2017

clear all

clce

a=0; %Limite inferior en
b=1; %Limite superior en
¢=0; %Limite inferior en
d=3; %Limite superior en z

px=10; %Cantidad de puntos en x

pz=10; %Cantidad de puntos en z
dx=(b—a)/(px—1); %Delta x
dz=(d—c)/(pz—1); %Delta z

t£=500; %Tiempo final

r=40001; %Cantidad de puntos para tiempo
dt=tf/r; %Delta tiempo

N XX

9L.0S SIGUIENTES SON PARAMETROS PROPIOS DEL PROBLEMA
x0=0.25;

1=1;

YSET 1 PARAMETROS

m=3;

A0=-0.0021;

F0=2.3605;

ke=—0.0000331;

YSET 2 PARAMETROS

% m=5;
% A0=—0.0035:
% F0=2.3605;

% ke=—0.00000468;

YMALLA RECTANGULAR
x=linspace (a,b,px);
z=linspace (c,d,pz);
[X,Z]=meshgrid (x,z);

t=linspace (0,tf ,r);
malla =];

for i=1:length (x)
for j=1:length(z)
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malla (end+1,:)=[x(1),z(j)];
end
end

Im2=length (malla (:,1));
%ordena la malla lexicograficamente empezando por la primera componente

for i=1:lm2-1
peq=i;
for j=i+1:lm2
if malla(j,1)<malla(peq,1)
peq=j ;
end
end
aux=malla (peq ,:);
malla (peq,:)=malla(i,:);
malla (i,:)=aux;
end

% ahora ordena la segunda componente
con=1;
con2=1;
while (con<lm2)&(con2<=lm2)
if malla(con,l)==b
lim=lm2;
else
for j=con+1:1lm2
if malla(j,1) =malla(con,l)
lim=j —1;
break
end
end
end
for k=con:lim—1
pPa=k;
for p=k+1:lim
if malla(p,2)<malla(pq,2)
PA=p;
end
end
aux2=malla (pq,:);
malla (pq,:)=malla(k,:);
malla (k,:)=aux2;
end
con2=con2+1;
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con=lim+1; % REVISAR
end

% CONDICION INICIAL DADA POR BROADBRIDGE

N=2000;
theta=broad (ke ,FO,m,A0,b,px,d,pz,tf ,r ,N);
U=[];

ini=[];

stheta=size (theta (:,:,1));

for j=l:stheta (2)
for i=1:stheta (1)
ini(stheta(1)*(j—1)+i)=theta(i,j,1);
end
end
U=ini ’;

YCREACION DE LA MATRIZ DE DISTANCIAS

D=zeros (1lm2);
for i=1:1lm2
for j=i+41:lm2
D(i,j)=sqrt((malla(i,l)—malla(j,1))"(2)+ (malla(i,2)—malla(j,2))"(2));
D(j . 1)=D(i,]);
end
end

D;

Y%STRUCTURA DE CONTROL QUE ELIGE LA ESTRELLA POR CADA PUNTO
V=[];

for j=1:lm2
J
if (malla(j,l)==a)|(malla(j,1)==b)|(malla(j,2)==c)|(malla(j,2)==d)
Y%esta sentencia evita los nodos del borde
V(j,:)=zeros(1,8);
continue
else
I={];
I ={];
11 = ];
IV={[];
for k=1:Im2
if sum(malla(j,:)==malla(k,:))==2
continue

elseif (malla(k,1)>malla(j,1))&(malla(k,2)>=malla(j,2))
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I(length (I)4+1)=
elseif (malla(k,1)<= malla(J 1))& (malla (k,2) >malla(j,2))
I(length (IT1)+1)=k
elseif (malla( ,1)<malla(J,1))&(malla(k,2)<:ma11a(j,2))
I11 (length (I11)+1)=k;
else

IV (length (IV)+1)=k;
end

k
11
k
(

end

Id =[];

I1d =[];
I11d =[];
IVd={];

%0Ordena ahora los puntos del cuadrante I

for 1=1:length (1)
Id (length (Id)+1)=D(I(1),j); %crea el vector de distancias
para los indices en I

end

i =];
[I1(2,:),il]=sort (Id);

laux =[];
for 1=1:length (il)
Taux (1)=I(1,iI(1));

end
I(1,:)=Iaux
Y%0rdena ahora los puntos del cuadrante II

for 1=1:length (II)
IId (length (I1d)+1)=D(II(1),j); %crea el vector de distancias
para los indices en II

end

T =[];
[I1(2,:),ill]=sort (IId);

ITaux =[];
for 1=1:length (ill)

ITaux (1)=I1(1,iI1(1));
end
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IT(1,:)=IIaux
%0Ordena ahora los puntos del cuadrante III

ITTaux =[];

for 1=1:length (III)
ITId (length (IT1Id)+1)=D(II1(1),j); %crea el vector de distancias
para los indices en III

end

iTII =[]
[III(2,:),ilIl]=sort (IIId);

for 1=1:length (iIII)
Ilaux (1)=1IT(1,ilI1(1));
end

ITI(1,:)=1IITaux
%0Ordena ahora los puntos del cuadrante IV

for 1=1:length (IV)
IVd(length (IVd)+1)=D(IV(1l),j); %crea el vector de distancias
para los indices en IV

end

iV =];
[IV(2,:),ilV]=sort (IVd);

IVaux =[];
for l=1:length (iIV)

IVaux (1)=IV (1,iIV (1));
end

IV(1,:)=IVaux

vee=|];
g=0;
while (length (vec)<8)
aux=mod (g,4)+1;
conjf=[1,2,3,4;length(I),length(II),length(III), length(IV)];
if conjf(2,aux)==
g=g+1;
continue
else
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switch aux

case 1
vec (length (vec)+1)=1(1,1);
I<: 71):“;
case 2
vec(length (vec)+1)=II(1,1);
IT(:,1)=[];
case 3
vec(length (vec)+1)=II1(1,1);
ITI (:,1)=]];
case 4
vec(length (vec)+1)=IV (1,1);
V(1) =1];
end
g=g+1;
end
end
V(j,:)=vec;

end
end

7AHORA APROXIMA LAS DERIVADAS MEDIANTE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS

for p=1:r—1
U(:,p+l)=zeros(lm2,1);
for j=1:lm2
if V(j,1)==
continue
else

A=[];

bl=[];

Weeye (8);

for 1=1:8
aux = [];
h=malla (V(j,1),1)—malla(j,1);
k—Jnalla( (j,1),2)—malla(j,2);

WL, 1)=(e Xp(—sqrt(hAQJrkA?)))A?;
aux= [ ,k,(h"2)/2,(k"2)/2,hxk]; %crea matriz de coeficientes
( 1) =aux;
bL(1)=U(V(j,1),p)=U(j,p):

end

Al1=A" xWxA;

b2=A’«Wxbl ’;

dxy=A1\b2;

func=clrichards (U(j,p),m,A0, ke);
%Se realiza la aproximacion en el tiempo siguiente
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end

U(j p+1D)=U(j ,p)+dt+(func (1) ((dxy (1)) (2)+(dxy(2))"(2))+
func (2)*(dxy(3)+dxy(4))—func(2)*dxy(2)—func(3));

end
end
for j=1:lm2
if (malla(j,2)==c)
U(j,p+1l)=theta (1, floor (j/px)+rem(j,px),p+1);
elseif (malla(j,l)==a) & (malla(j,2)>c) & (malla(j,2)<d)
U(j,p+1)=U(pz+j ,p+1);
elseif (malla(j,1)==b) & (malla(j,2)>c) & (malla(j,2)<d)
U(j,p+1)=U(j—pz,p+1);
elseif (malla(j,2)==d)
Ui, p+)=U(j —1,p+1);
end
end

% ESTA PARTE SOLO COMPATIBILIZA EL VECTOR DE DATOS A FORMA MATRIZ PARA
% GRAFICAR CON SURF O MESH

for

end

p=1:3
for i=1:length(x)
for j=1l:length(z)
1=((p—1)/2)*(length (t)—1)+1;
(1

Ul(j,i,p)=U(length(z)*(i—1)+j,1);
end
end
surf(z,x,ULl(:,:,p))
hold on

axis ([0,d,0,b,0,1])
title (’Porcentaje de humedad’)

xlabel ("Eje z7);
ylabel ("Eje x7);
zlabel (’Eje \Theta’);
hold on

legend (’GFDM t=0",’GFDM t=250",’GFDM t=500")

U(:,end)

YERROR BAJO NORMA 2
error2 =0;
for j=1:px

for i=1l:pz
error2=error2+(Ul(i,j,end)—theta(i,j,end))"2;
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end
end

error?2

YFRROR MAX
errormax =0;
for j=1:px
for i=1:pz
new=abs (Ul(i,j,end)—theta(i,j,end));
if new>errormax
errormax—new ;
i
j
end
end
end

errormax

11.4 Cdbdigo que crea la solucién analitica dada por Broadbridge (Eduardo
Contrera)

YSOLUCION ANALITICA RICHARDS BROADBRIDGE 2017
function [theta]=broad(k,F0,m,A, xf px,zf, pz,tf, pt,N)
YDEFINICION DE CONSTANTES
9N=2000 %CANTIDAD DE TERMINOS DE LA SERIE
%k =—0.0000331;

9F0=2.3605;
1=1;
Y9A=-0.0021;
x0=0.25;
%tf=1000;
Y%m=3;

YDEFINICION DE MALLA
x=linspace (0,xf,px);
z=linspace (0,zf ,pz);
t=linspace (0,tf ,pt);

%SE ARMA LA SOLUCION CON LA SERIE. AQUI SE CREA LA FUNCION PHI MAYUSCULA
fphi=zeros (length(z),length(x));
for j=1:length(x)
for i=1:length(z)
phi=0;
for n=0:N
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if n==0
An=(F0xx0)/1;
phi=phi+2*Anxcos ((nxpixx(j))/1)x
(exp(—((sart (1-+4x((nepi) /1) 2—bek)—1)xz (1)) /2)) /
(14+sqrt (14+4x((n*xpi)/1)"2—4xk));
else

An=(2xF0*sin ((nxpixx0)/1))/(nxpi);
phi=phi+2*Anxcos ((nxpixx(j))/1)
*(eXP(—((Sqrt(1+4*((n*p1)/1)2 Axk)—1)xz(i))/2))/
(1+sqrt (14+4x((n*xpi)/1)"2—4xk));
end
end
fphi (i ,j)=phi:
end
end
fphi;

YCREACION DE FUNCION MU
mu=zeros (length(z),length(x),length(t));

for k=1:length (t)
for i=1l:length(z)
for j=1:length (x)
mu(i,j,k)=exp(Axt(k))*fphi(i,j);
end
end
end

mu;
Y%CREACION DE FUNCION THETA MAYUSCULA
theta=zeros (length(z),length(x),length(t));

for k=1:length(t)
for i=1:length(z)
for j=1:length (

x)
theta(i,j, k)=

| (log (14 (exp (m)—1)smu(i,j k)))/m;
end
end

theta ;
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for k=1:length (t)

end

end

surf(z,x,theta (:,:,k))
axis ([0,10,0,1,0,1])
drawnow
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11.5 Cddigo de funciones D, K y R usadas en el cédigo de Broadbridge
(Eduardo Contrera)

function [D]=clrichards(theta ,m,A k)
D(1)=(m"(2)*exp (mstheta))/(exp(m)—1); % DERIVADA DE DTHETA
D(2)=(mxexp (mxtheta))/(exp(m)—1); % DTHETA
| D(3)=(kx*(exp(m«xtheta)—1))/(exp(m)—1)+((Ax(1—exp(—mstheta)))/m); YRTHETA
function [D]=c2richards(theta ,m,A k)
D(1)=(m"(2)*sinh (m«theta))/sinh (m);
D(2)=(m*cosh (m«xtheta))/sinh (m);
| D(3)=(kxsinh (m*theta))/sinh (m)+((Axtanh (m«theta))/m);
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