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Perfil de Egreso

Maǵıster en Matemáticas Aplicadas.

Universidad Católica de Temuco.

El egresado del Maǵıster en Matemáticas Aplicadas es un profesional pos-

graduado que posee la competencia de aplicar la matemática al análisis de siste-

mas y procesos complejos en el ámbito de los fenómenos de transporte. Espećıfi-

camente

Formula ecuaciones diferenciales como modelos matemáticos, en el ámbito de

los fenómenos de transporte, para obtener una relación cuantitativa entre las va-

riables relevantes del sistema.

Resuelve ecuaciones diferenciales como modelos matemáticos, utilizando técnicas

numéricas y anaĺıticas, para obtener valores cuantitativos de la variable respuesta

del sistema.

Utiliza programas computacionales en la resolución, análisis y aplicación de ecua-

ciones diferenciales al mejoramiento de sistemas complejos en el ámbito de los

fenómenos de transporte.
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2



Abstract

In the present investigation, a theoretical and numerical study on the approximation

through orthogonal moments of fractional derivatives in the Caputo sense of real fun-

ctions is developed. An orthogonal moment, refers to a class of orthogonal polynomials

with which it is possible to expand real functions. Based on this concept, we will de-

velop analytical results that will allow us to make discrete implementations of Caputo

fractional derivatives of the function. Finally, we present results of the numerical im-

plementations of the analitical concepts developed previously, and we make qualitative

interpretations about the relative errors of these approximations.

Keywords:Approximation, Orthogonal Moments, Fractional Derivatives, Caputo De-

rivative, Orthogonal Polynomials, Real Functions.

Resumen

En la presente investigación se desarrolla un estudio teórico y numérico sobre la apro-

ximación mediante momentos ortogonales de derivadas fraccionarias en el sentido de

Caputo de funciones reales cuadrado integrables. Un momento ortogonal, hace refe-

rencia a una clase de polinomios ortogonales con la cual es posible expandir funcio-

nes reales cuadrado integrables. A partir de este concepto desarrollaremos resultados

anaĺıticos que nos permitirán hacer implementaciones discretas de derivadas fracciona-

rias de Caputo. Para finalizar, presentamos resultados de las implementaciones numéri-

cas de los conceptos anaĺıticos desarrollados anteriormente, y hacemos interpretaciones

cualitativas sobre los errores relativos de estas aproximaciones.

Palabras Clave: Aproximación, Momentos Ortogonales, Derivadas Fraccionarias, De-

rivada de Caputo, Polinomios Ortogonales, Funciones Reales.
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Índice general

Perfil de Egreso 1

Agradecimientos 2
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Notaciones

Śımbolo Significado

Γ(z) Función Gamma aplicada en z,

Eα(z) Función Mittag-Lefler de un parámetro aplicada en z,

Eα,β(z) Función Mittag-Lefler de dos parámetros aplicada en z,

1F1(a,b; z) Función hipergeométrica confluente o función Kummer,

n!! Semifactorial de n, definido por
∏dn2 e−1

k=0 (n− 2k),

Jα Operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de orden α,

RLDα Operador derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden α,

Dα Operador derivada fraccionaria de Caputo de orden α,

∂
∂t

Operador derivada parcial respecto a variabe t,

f(n) Derivada de f n− ésima respecto a x,

P
(α,β)
n (x) Polinomio de Jacobi con parámetros α, β de grado n,

P
(α,β)
L,n (x) Polinomio de Jacobi desplazado con parámetros α, β de grado n,

CαL,n(x) Polinomio de Gegenbauer desplazado con parámetro α, de grado n,

TL,n(x) Polinomio de Chebyshev de tipo 1 desplazado de grado n,

UL,n(x) Polinomio de Chebyshev de tipo 2 desplazado de grado n,

VL,n(x) Polinomio de Chebyshev de tipo 3 desplazado de grado n,

WL,n(x) Polinomio de Chebyshev de tipo 4 desplazado de grado n,

PL,n(x) Polinomio de Legendre desplazado de grado n,

A Conjunto de familias de polinomios ortogonales sobre [a,b],

a << b a es significativamente menor que b,
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Śımbolo Significado

a >> b a es significativamente mayor que b,

dve función parte entera de v+ 1,

a ∼ b a tiene un valor similar a b,

a ≈ b a tiene un valor aproximado al de b,

a ∝ b a tiene un valor proporcional al de b,

MT Transpuesta de la matriz M,

|| · ||, || · ||2 Norma euclideana de Rn,

〈a〉 Promedio de la cantidad a,

δij Función delta de Kronecker, la cual toma los valores 0 si i 6= j,

y 1 si i = j.
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Introducción

La presente actividad formativa equivalente se enmarca en las áreas de anaĺısis

numérico y cálculo fraccionario. En espećıfico, trataremos algunos tópicos sobre

el anaĺısis numérico de derivadas de funciones de orden fraccionario. El cálculo

fraccionario es un teoŕıa de integrales y derivadas de orden real o complejo. Esta

es una generalización del cálculo clásico, y por tanto se heredaran muchas de

sus propiedades básicas. El intenso desarrollo de esta área del cálculo durante las

últimas decadas, ha ofrecido nuevas e interesantes herramientas a la investigación

de ciencias exactas y aplicadas.

Desarrollo histórico

Los inicios del cálculo fraccionario se remontan a las cartas de Leibniz a

L’hopital en 1695, en donde discut́ıan la notación para la diferenciación de orden

1/2. Leibniz escrib́ıa: “por lo tanto, se deduce que d
1
2 es igual a x

√
dx : x. Esto es

aparentemente una paradoja, de la cual un d́ıa se extraerán consecuencias útiles”

[3] .

Hoy en d́ıa, no solo fracciones, sino también números reales y complejos son

considerados como ordenes de diferenciación. Sin embargo, el nombre “cálculo

fraccionario” se mantiene para la teoŕıa general.

Múltiples contribuciones a la teoŕıa de cálculo fraccionario fueron desarrolla-

das por matemáticos famosos durante los siglos XIX y XX, en donde se destacan:

Laplace (1812), Fourier (1822), Abel (1823-1826), Liouville (1832-1837), Riemann

(1847), Grunwald (1867-1872), Letnikov (1868-1872), Heaviside (1892) y muchos

otros [6]. Sin embargo, en los últimos 45 años estos tópicos han sido de particular

interés. En 1974 se desarrollo en la University of New Haven, USA, la primera

12



conferencia especializada en cálculo fraccionario, de donde surǵıo material bi-

bliográfico como [2, 3, 5, 8].

El cálculo fraccionario

El cálculo fraccionario (ver [2]), es un nombre para la teoŕıa de integrales y

derivadas de orden arbitrario (llamadas integrales y derivadas fraccionarias), que

unifica y generaliza la diferenciación de orden entero y la integración consecutiva

de orden entero. En otras palabras, las derivadas fraccionaria e integrales fraccio-

narias, pueden ser consideradas como una “interpolación” de sucesiones infinitas

de diferenciaciones de orden entero eintegraciones consecutivas de orden entero.

Interpretación geométrica y f́ısica

Las derivadas e integrales de orden entero tienen una interpretación f́ısica cla-

ra, lo que les permite describir diferentes conceptos en f́ısica clásica. Por ejemplo,

la posición de un objeto móvil puede ser representada como una función del tiem-

po, donde la velocidad del objeto puede ser descrita mediante la primera derivada

de la función, por otro lado, la aceleración del objeto puede ser descrita mediante

la segunda derivada de la función. Las derivadas e integrales fraccionarias, al ser

una generalización de las derivadas e integrales clásicas, se esperaŕıa que tuvieran

una interpretación mas amplia, sin embargo, no hay tal resultado en la literatura

hasta ahora.

Algunos autores (Moshrefi-Torbati y Hammond [28]) consideran a los opera-

dores fraccionarios como un filtro lineal, y buscan una interpretación geométrica

en la geometŕıa fractal. Como ejemplo, podemos considerar el conjunto fractal

de Cantor y las redes ladder (series de resistencias y condensadores que pueden

ser conectados con configuraciones diferentes). Es conocido que tanto la f́ısica

como la geometŕıa convencional, están restringidas a vecindades ŕıgidas y dimen-

siones enteras; aśı, las funciones y procesos que caen entre dimensiones discretas,

no tienen posibles descripciones, ejemplo de esto es el conjunto de Cantor con

dimensión entre una recta y un punto.
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Aplicaciones del cálculo fraccional

La primera aplicación de una semi-derivada (derivada de orden 1/2) es dada

por Abel en 1823 (ver [3, 5]). Esta aplicación del cálculo fraccionario es en relación

con la solución de la ecuación integral para el problema de Tautochrone. Este

problema trata sobre determinar una curva tal que, el tiempo de descenso de un

punto (masa) que se desliza sin fricción, bajo la acción de la gravedad, a lo largo

de dicha curva, sea independiente del punto de partida.

En las últimas décadas se ha probado que las derivadas e integrales frac-

cionarias son convenientes para describir fenómenos en f́ısica experimental, en

concreto, propiedades de poĺımeros [2], pues los nuevos modelos de orden frac-

cional son más satisfactorios que los antiguos modelos de orden entero. Por otro

lado, las derivadas fraccionarias son una excelente herramienta para describir la

memoria y propiedades hereditarias de varios materiales y procesos, mientras que

los modelos de orden entero descuidan tales efectos.

En sintesis, el cálculo fraccionario a encontrado múltiples aplicaciones en dife-

rentes campos de la ciencia e ingenieŕıa [6], incluyendo teoŕıa de fractales, bioloǵıa,

finanzas y economı́a, f́ısica, sistemas dinámicos y ecuaciones diferenciales, tanto

desde una perspectiva anaĺıtica como numérica. Cabe mencionar, que algunos

problemas de viscoelasticidad fueron formulados y resueltos por M. Caputo [2]

usando su propia definición de derivada fraccionaria.

Una aplicación importante de la derivación fraccionaria, y en la cual nos cen-

traremos en el desarrollo del modelo conceptual de esta actividad formativa equi-

valente, tiene que ver con el concepto de difusión anómala, esto pues el modelo

matemáticos está basado en ecuaciones diferenciales que involucran derivadas

fraccionarias de Caputo y de Riemann-Liouville.

Problemas

Sabemos que las derivadas e integrales de orden entero, están únicamente

determinadas en el analiśıs clásico. Sin embargo, para las derivadas e integrales

14



fraccionarias la situación es mas complicada debido a la abundante cantidad de

definiciones diferentes (ver [9]), las cuales no coinciden en general. Dado este

problema, surge la pregunta: ¿Cuándo un operador es una derivada fraccionaria?.

Una interesante respuesta fue formulada en 1975 por Bertran Ross [44], quien

estableció un criterio que decide cuando un operador es una derivada fraccionaria.

Décadas mas tarde, y considerando el gran número avances en el área, Ortigueira

junto con Tenreiro-Machado en [43] mejoraron el criterio, el cual se basa en las

siguientes propiedades:

1. El operador en cuestión debe ser lineal.

2. La derivada de orden cero, es la función misma.

3. Si el orden de la derivada es un entero positivo, entonces la derivada

coincide con la definción clásica.

4. El operador debe cumplir la regla de Leibniz generalizada1.

Por otro lado se identifican dos enfoques del cálculo fraccionario [6], digamos, los

enfoques continuos y discretos. El enfoque continuo se basa en la integral fraccio-

naria de Riemann-Liouville, teniendo como punto de partida la fórmula integral

de Cauchy (para detalles revisar [5]), mientras que el enfoque discreto, se basó

en principio en la derivada fraccionaria de Grunwald-Letnikov. Como la derivada

ordinaria es el ĺımite de la diferencia entre cocientes, la derivada fraccionaria de

Grunwald-Letnikov es definida como el ĺımite de la diferencia hacia atrás de orden

fraccionario (para detalles revisar [2]). En 2011, E. H. Doha y sus colaboradores,

plantean otra perspectiva del enfoque discreto, ofreciendo aproximaciones eficien-

tes de ecuaciones diferenciales en derivadas fraccionarias. En śıntesis, Doha et. al.

mezcló ideas de aproximación de funciones mediante polinomios ortogonales de

Chebyshev de primer tipo con la derivada fraccionaria clásica de Caputo [38, 39].

Nuestro trabajo en adelante se centrará en esta perpectiva.

1Para detalles ver Teorema 1.2.
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Motivación y descripción de está A.F.E.

En la presente actividad formativa equivalente (A.F.E.) se pretende generar

un método de aproximación eficiente para derivadas fraccionarias en el sentido de

Caputo de funciones cuadrado integrables2. Para estó hemos considerado resulta-

dos de Doha et. al. en diversos polinomios ortogonales desplazados [38, 39, 40],

logrando entender su perspectiva y obteniendo aproximaciones simultáneas de

derivadas fraccionarias de funciones en un set de distintas familias de polinomios

ortogonales desplazados, lo cual hemos llamado aproximación mediante momen-

tos ortogonales. Por otro lado mencionamos que todos lo gráficos presentados en

el presente trabajo son de elaboración propia.

A continuación describiremos brevemente cada caṕıtulo de esta A.F.E.

En el Caṕıtulo 1, introduciremos los conceptos básicos con los cuales desarro-

llaremos nuestras ideas de cálculo fraccionario, comenzando con algunas definicio-

nes de funciones especiales. Posteriormente veremos los oŕıgenes de los conceptos

de integración fraccionaria, pasando por los conceptos de operadores diferencia-

les de Riemann-Liouville y Caputo, y siguiendo con las relaciones entre estos.

Para cerrar este Caṕıtulo presentamos algunos resultados existentes en la litera-

tura sobre problemas de valor inicial de ecuaciones diferenciales fraccionarias no

lineales.

En el Caṕıtulo 2, presentamos el modelo conceptual de esta A.F.E., donde

presentaremos los conceptos de difusión normal y anómala.

En el Caṕıtulo 3, presentamos el modelo matemático de esta A.F.E., en el

cual dentificaremos algunas ecuaciones diferenciales fraccionarias donde seŕıa po-

sible utilizar nuestras propuesta de aproximación de derivadas fraccionarias por

momentos ortogonales.

En el Caṕıtulo 4, introduciremos conceptos y resultados sobre polinomios

ortogonales y presentaremos las ideas de aproximación de funciones por momentos

2Una función real f(x) es cuadrado integrable, si

∫
R
|f(x)|2dx <∞.
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ortogonales, aproximación de derivadas fraccionarias de funciones por momentos

ortogonales.

Por último, en el Caṕıtulo 5, presentaremos resultados de las implementacio-

nes computacionales de nuestras ideas de aproximación por momentos ortogona-

les, donde se destacan distintas visulizaciones gráficas de los errores relativos en

2 y 3 dimensiones.
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Objetivos

Objetivo general. Diseñar y validar un método de aproximación numérica

de derivadas de orden arbitrario.

Objetivos espećıficos.

1. Determinar un método de aproximación anaĺıtica de derivadas de orden

arbitrario.

2. Implementar y analizar una aproximación anaĺıtica de derivadas de orden

arbitrario.

3. Determinar, implementar y validar una aproximación numérica de deri-

vadas de orden arbitrario.
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Caṕıtulo 1

Definiciones básicas

En lo que sigue se presentan los conceptos básicos con los cuales desarro-

llaremos nuestras ideas de aproximación mediante momentos ortogonales en el

caṕıtulo 4 de esta A.F.E.

1. Funciones especiales

1.1. La función Gamma. La función Gamma, denotada por Γ(z), es una

generalización de la función factorial n!, i.e. Γ(n) = (n − 1)! para n ∈ N. Para

argumentos complejos con parte real positiva está se define como:

Γ(z) =

∫∞
0

tz−1e−tdt, Re(z) > 0.

Por continuidad analitica la función puede ser extendida a todo el plano complejo

a excepción de los puntos, 0, -1, -2, -3, -4 ..., donde tiene polos simples. Aśı,

Γ : C \ {0,−1,−2, ...} −→ C.

Algunas de las propiedades más importantes son

Γ(1) = Γ(2) = 1,

Γ(z+ 1) = zΓ(z),

Γ(n) = (n− 1)!, n ∈ N,

Γ(1/2) =
√
π,

Γ(n+ 1/2) =

√
π

2n
(2n− 1)!!, n ∈ N.

(1.1.1)

La función Gamma ha sido estudiada por muchos matemáticos. Existe una

larga lista de buenas propiedades (ver, por ejemplo Gradshteyn y Ryzshik [1],

pp. 933-938), pero para nuestros propósitos aqúı, las fórmulas en (1.1.1) son

suficientes.
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Figura 1.1. Función Gamma con argumentos reales.

1.2. La función Mittag-Leffler. Al igual como la función Gamma es una

generalización de la función factorial, la función Mittag-Leffler es una generaliza-

ción de la función exponencial, primero introducida como función con 1-parámetro

por la serie (Podlubny [2])

Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk+ 1)
, α > 0, z ∈ C. (1.2.1)

Tiempo después, la generalización a 2-parámetros es introducida por Agarwal en

1953 (ver [47]) mediante

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk+ β)
, α, β > 0, z ∈ C, (1.2.2)

la cual es de gran importancia para el cálculo fraccionario. Esta es llamada función

de 2-parámetros de Mittag-Leffler.

Algunas de sus propiedades interesantes son (Podlubny [2])
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Figura 1.2. Ejemplo de funciones Mittag-Leffler con 2-parámetros,

variando.

E1,1(z) = ez,

E2,1(z
2) = cosh(z),

E2,2(z
2) = sinh(z)/z,

Eα,1(z) = Eα(z).

(1.2.3)

1.3. La función hipergeométrica confluente. La función

1F1(a,b; z) =
Γ(b)

Γ(a)

∞∑
k=0

Γ(a+ k)

Γ(b+ k)

zk

k!
(1.3.1)

es llamada función hipergeométrica confluente o función Kummer. La serie con-

verge (ver Miller y Ross [3], p. 304) para a, b, z ∈ C, −b /∈ N0, |z| <∞.
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Observación 1. Recordemos que N ⊂ C, aśı, dado y = y1 + iy2 ∈ C y

l ∈ N, tenemos

(y1 + iy2) + l = (y1 + l) + iy2.

Observación 2. La función 1F1(a,b; z) es una generalización de la función

exponencial, pues vemos que para el caso a = b, al seguir la definición se tiene

1F1(a,a; z) =
Γ(a)

Γ(a)

∞∑
k=0

Γ(a+ k)

Γ(a+ k)

zk

k!
=

∞∑
k=0

zk

k!
= ez.

Por otro lado, podemos comparar con la propiedad correspondiente (1.2.3) de la

función de Mittag-Leffler.

Otras propiedades importantes de la función hipergemétrica confluente (Gradsh-

teyn y Ryzshik [1], p. 1058) son

1F1(a,b; 0)) = 1,
d

dz
1F1(a,b; z) =

a

b
1F1(a+ 1,b+ 1; z).

(1.3.2)

2. Integración fraccionaria

La fórmula de Cauchy para la integración repetida (ver Oldham y Speiner [5],

p. 38, Poldlubny [2], p. 64 ) está dada por

Jnf(t) :=

∫ t
a

dtn−1

∫ tn−1

a

dtn−2 · · ·
∫ t1
a

f(t0)dtt0 =
1

(n− 1)!

∫ t
a

f(τ)(t− τ)n−1dτ,

(2.0.1)

para n ∈ N, a, t ∈ R, t > a. Si n es sustituido por un número real positivo

α y (n − 1)! por su generalización Γ(α), obtenemos una fórmula que podŕıamos

considerar como integración fraccionaria.

Definición 1.1. Sean α > 0, t > a, α, a, t ∈ R. Entonces el operador

fraccionario

Jαf(t) :=
1

Γ(α)

∫ t
a

f(τ)(t− τ)α−1dτ, (2.0.2)

es conocido como la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden α.

22



2.1. Propiedades. Por convención

J0f(t) := f(t),

i.e. J0 := Id es el operador identidad.

Otra propiedad es la linealidad

Jα(λf(t) + g(t)) = λJα(f(t)) + Jα(g(t)), α ∈ R+, λ ∈ C.

Si f(t) es continua para t > 0 tenemos las siguientes igualdades ( Poldlubny [2],

pp. 65-67)

1. ĺım
α−→0

Jαf(t) = f(t),

2. Jα(Jβf(t)) = Jβ(Jαf(t)) = Jα+βf(t)), α, β > 0.

3. El operador diferencial fraccionario de Riemann-Liouville

Teniendo ya definido el operador integral fraccionario, resulta razonable querer

complementar esta idea a un operador diferencial fraccionario. Hay diferentes

definiciones que no coinciden en general. En lo que sigue consideraremos dos

de ellas, Operador diferencial fraccionario de Riemann-Liouville y de Caputo (

Gorenflo y Mainardi [6], Poldlubny [2]).

Definición 1.2. Sean α > 0, t > a, α, t, a ∈ R. Entonces

RL
a D

α :=
dn

dtn
jn−αf(t), (3.0.1)

es conocido como el derivada fraccionaria de Riemann-Liouville o el operador

diferencial fraccionario de Riemann-Liouville de orden α.

Observación 3. El operador (3.0.1) es el operador inverso izquierdo de la

integral fraccionaria (2.0.2) (Gorenflo y Mainardi [6]), i.e.,

DαJα = Id.

Por convención se define

D0f(t) := f(t), i.e.D0 = Id.
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4. El operador diferencial fraccionario de Caputo

Es esta sección, cosideramos un operador alternativo al operador fracciona-

rio de Riemann-Liouville (3.0.1) introducido en 1967 por el matemático Italiano

Caputo (ver Caputo [7]).

Definición 1.3. Sean α > 0, t > a, α, t, a ∈ R. El operador fraccionario

aD
α :=


1

Γ(n− α)

∫ t
a

f(n)(τ)

(t− τ)α+1−n
dτ, n− 1 < α < n ∈ N,

dn

dtn
f(t), α = n ∈ N,

(4.0.1)

es llamada el operador diferencial fraccionario de Caputo de orden α o derivada

fraccionaria de Caputo.

Ejemplo 1.1. Si consideramos a = 0, tenemos

0D
αxb =


0, para b < α,

Γ(b+ 1)

Γ(b+ 1 − α)
xb−α para b > α.

(4.0.2)

Observación 4. En las definiciones que hemos dado de operadores dife-

renciales fraccionarios, los términos a y t son llamados terminales inferiores y

superiores respectivamente. En lo que sigue solo consideraremos el caso cuando

a = 0. Por simplicidad, como t > a = 0, el ĺımite por la derecha 0+ lo anotaremos

solamente como 0. Por otro adoptaremos las notaciones

aD
α = Dα y RL

a D
α =RL Dα.

Observación 5. Al tomar a = −∞ y considerando funciones, y sus deriva-

das, con un comportamiento convergente (esto pues en la definición de derivada

fraccionaria de Caputo surgiŕıa una integral impropia) en t −→ −∞, obtenemos

las mismas expresiones para las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y

Caputo (Poldlubny [2], p. 80), es decir

RL
−∞Dαt f(t) =−∞ Dαt f(t) = 1

Γ(n− α)

∫ t
−∞

f(n)(τ)

(t− τ)α+1−n
dτ.

24



5. Comparaciones y relaciones entre operadores

En esta sección haremos una comparación y presentaremos relaciones entre

las derivadas fraccionarias de Caputo y Riemann-Liouville. Las demostraciones

de los resultados y observaciones pueden ser consultados en (Poldlubny [2]) y

(Gorenflo y Mainardi [6]).

Observación 6. Sean f(x) una función tal que RLDα y Dα existen, y m =

dve. Entonces, en general

RLDαf(x) 6= Dαf(x).

En la Figura 1.3 se visualizan las gráficas de las derivadas fraccionarias de

Riemann-Liouville y Caputo, de distinto orden de la función sin(x).

Figura 1.3. Derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y Caputo,

de ordenes 0.7 y 1.3 de la función sin(x).

En la Figura 1.3 notamos diferencias entre los operadores de Riemann-Liouville,

y además podemos ver que la diferencia entre estos operadores no es constante.

Ahora, al considerar ejemplos anaĺıticos tenemos

Ejemplo 1.2. Si consideramos la función f(x) = c, para algún c ∈ R×,

tenemos

RLDαf(x) =
c

Γ(1 − α)
x−α 6= Dαf(x) = 0.
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Mientras que, si consideramos f(x) = x3 y 0 < α < 3, tenemos

RLDαf(x) = Dαf(x) =
Γ(4)

Γ(4 − α)
x3−α.

En relación a la observación y ejemplo precedente, presentamos los siguientes

resultados [2]

Proposición 1.1. Sean f(x) una función tal que RLDα y Dα existen, y

m = dαe. Si f(x) es tal que f(s)(0) = 0, donde s = 0, 1, 2, ..., m− 1, entonces

RLDαf(x) = Dαf(x).

Por otro lado, la relación que existe entre el operador diferencial de Caputo y

el de Riemann-Liouville, se presenta en el siguiente teorema

Teorema 1.1. Sean x > 0, α > 0 y m = dαe. Entonces,

Dαf(x) =RL Dαf(x) −

m−1∑
k=0

xk−α

Γ(k+ 1 − α)
f(k)(0).

Observación 7. El teorema anterior implica que los operadores fracciona-

rios de Caputo y Riemann-Liouville, coinciden śı, y solo si, las primeras m − 1

derivadas de f(0) son 0.

Corolario 1.1. La siguiente relación entre los operadores fraccionarios de

Caputo y Riemann-Liouville sigue

Dαf(x) =RL Dα

(
f(x) −

m−1∑
k=0

xk

k!
f(k)(0)

)
.

Corolario 1.2 (Regla de Leibniz Generalizada). Sean x > 0, α > 0 y

m = dαe. Si f(t) y g(t) tienen todas sus derivadas continuas en [0, x], entonces

Dαf(x)g(x) =

∞∑
k=0

(
m

k

)RL
Dα−k (f(x)) .gk(x)−

m−1∑
k=0

xk−α

Γ(k+ 1 − α)
(f(x)g(x))(k)(0).
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6. Problemas de valor inicial de ecuaciones diferenciales

fraccionarias no lineales

En lo que sigue consideraremos la existencia y unicidad del siguiente problema

de valor inicial de ecuaciones diferenciales fraccionarias no lineales, lo cual esta

motivado por el estudio de distintos modelos matemáticos de viscoelasticidad,

electroqúımica, control, medios porosos, electromagnetismo, etc. [30]

Dα(f(t)) = x(t,Dβ(f(t))), t ∈ (0, 1]

f(k)(0) = nk, k = 0, 1, ...,m− 1,
(6.0.1)

donde m − 1 < α < m, n − 1 < β < n, m, n ∈ N, n 6 m − 1, Dα denota la

derivada fraccionaria de Caputo y x ∈ C([0, 1]× R).

Teorema 1.2. Sean n− 1 < β < α < n, n ∈ N. Asumamos que

1. x : [0, 1]× R −→ R es una función continuamente diferenciable,

2. x(0, 0) = 0 y x(t, 0) 6= 0 en un subintervalo compacto de (0, 1], y

3. existen l > 1, 1 > γ > 0 y a(t) ∈ C([0, 1], [0,∞]) tales que

1

Γ(α− β)
sup
t∈[0,1]

∫ t
0

(t− s)α−β−1a(s)ds 6 1 − γ,

0 < R :=
1

Γ(α− β)
sup
t∈[0,1]

∫ t
0

(t− s)α−β−1|x(s, 0)|ds <∞,

y para cada h,g ∈ C([0,∞)) con 0 6 |h(t)|, |g(t)| 6 1
γ
R para t ∈ [0, 1],

|x(t,h(t)) − x(t,g(t))| 6 a(t)|g(t) − h(t)|, para t ∈ [0, 1].

Entonces (6.0.1) tiene una única solución.

La demostración de este resultado puede ser consultada en [31].
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Caṕıtulo 2

Modelo Conceptual

Lo que sigue son extractos del articulo Difusión anómala: fundamentos y apli-

caciones del profesor Damián Hernández, para detaller revisar [48].

1. Preámbulo

El fenómeno de difusión se da comunmente en la naturaleza, y consiste prin-

cipalmente en un mecanismo que transporta materia u otra cantidad f́ısica de un

lugar a otro en un determinado espacio. Dicho mecanismo tiene caracteristicas

que dependen tanto de las propiedades f́ısicas del medio, por ejemplo la estructura

geométrica y la temperatura del espacio donde se lleva a cabo, como la interac-

ción propia entre la sustancia que se difunde y la sustancia en la cual ocurre la

difusión.

El proceso que da origen a la difusión es un proceso aleatorio o estocástico, lo

cual se aprecia de forma clara en el ejemplo paradigmático de este fenómeno, el

movimiento Browniano. Dicho movimiento consiste en el desplazamiento irregular

e impredecible de pequeñas part́ıculas suspendidas en la superficie de un fluido,

y fue explicado en 1905 por Albert Einstein en un importante art́ıculo titulado:

On the movement of small particles suspended in stationary liquids required by

the molecular-kinetic theory of heat. En este trabajo, Einstein utilizó la hipótesis

atómica de la materia y la herramienta de las caminatas aleatorias [12], para

encontrar la relación que existe entre dicho fenómeno y la ecuación de difusión.

Entre los principales resultados del art́ıculo, se encuentra que el desplazamiento

cuadrado promedio recorrido por una part́ıcula suspendida en la superficie de

un fluido, crece de forma lineal en el tiempo, es decir: 〈r2(t)〉 ∝ t, donde r(t)

denota el desplazamiento de la part́ıcula en el tiempo t, y los corchetes denotan
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el promedio de esta cantidad. Este es una de las caracteŕısticas principales de

la difusión normal, y viene dada como una consecuencia del teorema del ĺımite

central. De manera sencilla, este resultado establece que la distribución de proba-

bilidad que define a una suma de variables aleatorias independientes, en nuestro

caso los desplazamientos de las part́ıculas, distribuidas igualmente y con segundo

momento finito, se aproxima a una distribución Gaussiana cuando la cantidad de

variables aleatorias que se suman es muy grande.

Entre los muchos ejemplos de fenómenos naturales cuya dinámica está descri-

ta a través de procesos difusivos normales, podemos mencionar: la propagación

de calor en medios homogéneos [13], el movimiento de fluidos incompresibles en

medios porosos homogéneos [15], reacciones qúımicas en solución [16] y el movi-

miento de impurezas y part́ıculas cargadas en sólidos cristalinos [14].

Por otro lado, desde la segunda década del siglo XX se han encontrado mu-

chos sistemas tanto f́ısicos como biológicos, donde el desplazamiento cuadrado

promedio recorrido por la sustancia que se difunde crece con el tiempo de la

siguiente forma: 〈r2(t)〉 ∝ tγ, donde tenemos dos casos, para γ > 1 se conoce

como superdifusión y para γ < 1 se conoce como subdifusión. Ambos casos fueron

nombrados por la comunidad cient́ıfica como difusión anómala.

En contraste con el significado literal de su nombre, la difusión anómala es

un fenómeno que se da de manera común en la naturaleza, y al igual que la

difusión normal, su estudio y aplicaciones rebasan el ámbito de la f́ısica. Como

herramienta para la descripción y modelación de diversos sistemas complejos,

la difusión anómala ha sido útil en el estudio de la estructura interna de células

vivas [19], la caracterización de la manera en la que distintas especies de animales

encuentran alimento [18], y en la descripción del movimiento del agua o petróleo

en reservorios o yacimientos altamente desordenados [17].
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2. Difusión normal

Una de las maneras más frecuentes de estudiar y modelar un proceso difusivo

es a través de caminatas aleatorias. Un caminante aleatorio se puede pensar como

una part́ıcula puntual que realiza una serie de desplazamientos aleatorios en un

espacio y en un tiempo determinados. De manera más formal, una caminata

aleatoria es un proceso estocástico definido (generalmente) sobre los puntos de

una malla d-dimensional. Con normalidad, la variable que toma el papel del

tiempo se considera como una variable discreta, y para cada unidad de tiempo τ,

el caminante cambia su posición actual por otra posición cualquiera en la malla de

acuerdo a una densidad de probabilidad λ(x). Dicha densidad, la cual llamaremos

distribución de saltos del caminante, define la probabilidad de que el caminante

haga un salto descrito por x, es decir, la probabilidad de que el caminante haga

un salto con una magnitud ||x|| en la dirección x
||x||

.

Si el caminante se encuentra en el origen en el instante t = 0, la posición en

donde esta después de N saltos, esta descrita por

XN =

N∑
i=1

xi, (2.0.1)

donde el tiempo y el número de saltos se relacionan a través de N = t/τ, y

donde xi, corresponde a la variable aleatoria asociada al i-ésimo salto. Notemos

que al ser XN una suma de las variables aleatorias, esta también es una variable

aleatoŕıa, por lo que el problema fundamental de la teoŕıa de las caminatas alea-

torias, consiste en encontrar la densidad de probabilidad de la variable XN. Esta

importante probabilidad, la cual denotaremos por P(t, r), nos dice la probabili-

dad de encontrar al caminante en la posición r al tiempo t, y para encontrarla,

se debe plantear una ecuación que describa su evolución espacio-temporal para

posteriormente resolverla.

Ahora, nótese que de la Ec.(2.0.1) y del hecho que conocemos la distribución

de saltos del caminante, ya podemos obtener información sobre el comportamien-

to promedio de este particular movimiento. Debido a que los saltos están dados
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Figura 2.1. Trayectorias de una caminata aleatoria en 2 y 3 dimen-

siones respectivamente.

por la misma distribución (variables aleatorias distribuidas idénticamente) y son

independientes, dos a dos, podemos calcular la posición promedio y el desplaza-

miento cuadrado promedio que recorre el caminante después de N saltos

〈XN〉 = N(x), 〈||XN||2〉 = N〈||XN||2〉+N(N− 1)||〈x〉||2. (2.0.2)

Si además suponemos que la caminata es isótropa, esto es que la distribución de

saltos solo depende de la magnitud del salto y no de la dirección, se tiene que

〈x〉 = 0 y que la Ec. (2.0.2) toma la siguiente forma después de escribir el número

de saltos como función del tiempo

〈X(t)〉 = 0, 〈||XN||2〉 = 2dDt. (2.0.3)
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La constante D denota al coeficiente de difusión y d es la dimensión del espacio

donde se lleva a cabo la caminata. Es importante notar que para la deducción

de la Ec.(2.0.3), no se utilizó la forma expĺıcita de la distribución de saltos, pe-

ro se asumió de manera impĺıcita la existencia del segundo momento de esta.

Además, notemos que la segunda expresión de la Ec.(2.0.3) corresponde a una de

las caracteŕısticas principales de lo que denominamos como difusión normal.

Para obtener más información acerca del movimiento de un caminante aleato-

rio con las caracteŕısticas antes mencionadas, y de su relación con la ecuación de

difusión, supongamos que la caminata se da en una malla d-dimensional, y que

los saltos se dan solamente entre puntos adyacentes de la malla con una proba-

bilidad λ(x) = 1/2d. La probabilidad de encontrar al caminant en r en el tiempo

t = Nτ, según [14], esta dada por

P(t, r) =

d∑
j=1

P(t− τ, r− aêj)

2d
+

d∑
j=1

P(t− τ, r+ aêj)

2d
(2.0.4)

donde êj son los vectores unitarios que definen la malla y a es la distancia entre

dos puntos vecinos. Restando P(t − τ, r) de ambos lados de la Ec.(2.0.4), y al

multiplicar y dividir por a2, tenemos

P(t, r)−P(t−τ.r) =
a2

2d

d∑
j=1

(
P(t− τ, r− aêj) − 2P(t− τ, r) + P(t− τ, r+ aêj)

a2

)
.

(2.0.5)

La expresión que está entre paréntesis en el lado derecho de la Ec.(2.0.5), corres-

ponde a la discretización de la segunda derivada en la dirección del j-ésimo eje

coordenado de nuestra malla. Entonces, si dividimos ambos lados de la ecuación

por τ, y tomamos limite cuando τ, a→ 0, de modo que 0 < ĺım
τ,a→0

a2

τ
<∞ y que

ĺım
τ→0

Nτ = t, la Ec. (2.0.5) genera la siguiente ecuación diferencial parcial

∂P(t, r)

∂t
= D∇2P(t, r), D = ĺım

τ,a→0

a2

2τd
, (2.0.6)
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donde el operador espacial, o Laplaciano, viene dado por ∇2 = ∂2

∂x21
+ · · · , ∂

2

∂x2d
,

con xi las coordenadas del vector r de la Ec. (2.0.6). Aqui hay que poner enfasis

en no confundir con los saltos de la Ec. (2.0.1).

La Ec.(2.0.6) es justamente la ecuación de difusión, y la constante D corres-

ponde al coeficiente de difusión. De esta manera vemos que, en el ĺımite continuo,

la densidad de probabilidad de encontrar al caminante en el punto r del espacio al

tiempo t, evoluciona de acuerdo con esta ecuación. Notemos que el coeficiente de

difusión de la Ec.(2.0.6) no es exactamente el mismo que el de la Ec.(2.0.3), sobre

todo debido a la existencia de los ĺımites. Para evitar esto, y para ir introduciendo

herramientas que necesitaremos en lo que sigue, se puede plantear una expresión

que generaliza la Ec.(2.0.4) para el caso de una caminata que no está restringida

a una malla, y donde el tiempo es una variable continua en lugar de discreta.

Este tipo de caminatas se conocen como caminatas aleatorias en tiempo continuo

o CATC, y para su descripción, es necesario introducir una nueva densidad de

probabilidad a través de la cual sepamos la probabilidad de que el caminante dé

un salto al tiempo t. Dicha densidad, la cual denotaremos por ψ(t) y llamaremos

distribución de tiempos de espera, y la variable aleatoria obtenida a través de

esta corresponde al tiempo que transcurre entre dos saltos consecutivos, i.e. el

tiempo que el caminante pasa en una posición determinada del espacio. En este

caso, la ecuación que obedece la densidad de probabilidad P(t, r) se conoce co-

mo la ecuación de Montroll-Weiss [30], la cual toma la siguiente forma para una

caminata aleatoria unidimensional

P(t, x) = δ(x)

∫∞
t

ψ(t ′)dt ′ +

∫ t
0

ψ(t− t ′)

(∫
R
λ(x− x ′)P(t ′, x ′)

)
dt ′, (2.0.7)

donde los saltos y los tiempos de espera, se consideran como variables aleatorias

independientes, y donde en lugar del vector r, utilizamos la coordenada x para la

posición del caminante. La razón de restringir el problema al caso unidimensional

es para simplificar cálculos que siguen, aunque la metodoloǵıa que se presenta a

continuación se aplica de la misma forma al caso d-dimensional. Ahora bien, el
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primer término de la parte derecha de la Ec.(2.0.7) corresponde a la probabilidad

de que el caminate no se haya movido de su posición inicial, en este caso el

origen, durante el intervalo de tiempo [0, t]. El segundo término corresponde a

la probabilidad de que el caminante llegue al punto x al tiempo t, dado que se

encontraba en x ′ al tiempo t ′ con t ′ < t.

La ecuación Ec.(2.0.7) consiste esencialmente de convoluciones entre las dife-

rentes densidades de probabilidad que definen el problema, por lo que la forma

estandar de resolverla es a través de las transformadas de Fourier y Laplace. Aśı,

al aplicar dichas transformadas a la ecuación de Montroll-Weiss tenemos

P̂(s,k) =
1 − ψ̂(s)

s
· 1

1 − ψ̂(s)̂λ(k)
, (2.0.8)

donde

λ̂(k) =
1√
2π

∫
R
e−ikxλ(x)dx, ψ̂(s) =

∫
R+

e−stψ(t)dt. (2.0.9)

Obsérvemos que al calcular las transformadas inversas de Fourier y Laplace de la

expresión mostrada en la Ec.(2.0.8), obtenemos la forma expĺıcita de P(t, x), lo

cual resuelve el problema de la CATC generada por las densidades de probabilidad

λ(x) y ψ(t). Por otro lado, el cálculo expĺıcito de dichas transformadas inversas

se puede obtener solamente para casos muy espećıficos de las distribuciones de

saltos y de tiempos de espera, por lo que en la práctica, se suele trabajar en lo

que usualmente se conoce como ĺımite difusivo, el cual equivale a la región del

espacio de Fourier-Lapalce donde k, s << 1. Como veremos a continuación, en el

espacio (x, t), el ĺımite difusivo correponde a escalas espacio-temporales mucho

mayores a las que caracterizan la caminata, y por la tanto al ĺımite cuando el

número de saltos realizados por el caminante es N >> 1.

Recordemos que para la deducción de la Ec.(2.0.6), se tomó el ĺımite cuando

el tamaño de los saltos y el tiempo transcurido entre éstos tend́ıan a cero. Esto

indica que la ecuación de difusión es una ecuación macroscópica, ya que describe la

evolución de P(t, x) a escalas tanto temporales como espaciales mucho mayores a
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las asociadas con los saltos del caminante. En el caso de CATC, las escalas espacio-

temporales caracteŕısticas de la caminata son el tiempo promedio que transcurre

entre saltos consecutivos, y la magnitud promedio de éstos. Las cantidades que

cuantifican dichas escalas son el segundo momento de la distribución de saltos(
〈x2〉 =

∫
R x

2λ(x)dx
)

y el primer momento de distribución de tiempos de espera(
〈τ〉 =

∫
R+ τψ(τ)dτ

)
. Entonces, el ĺımite difusivo de la Ec. (2.0.7) corresponde a

|x| >>
√
〈x2〉 y t >> 〈τ〉, y por tanto en el espacio de Fourier-Laplace

|k| << 1/
√
〈x2〉, s << 1/〈τ〉.

Estas desigualdades permiten aproximar ψ̂(s) y λ̂(k) como

ψ̂(s) ≈ 1 − 〈τ〉, λ̂(k) ≈ 1 − 〈x2〉/2, (2.0.10)

donde las expresiones mostradas en la ecuación anterior asumen de forma impĺıci-

ta que la caminata es isótropa, y corresponden a expansiones en series de Taylor

alrededor de cero.

Ahora bien, si sustituimos la Ec.(2.0.10) en la Ec.(2.0.8) y reacomodamos

términos obtenemos la siguiente expresión

sP̂(s,k) − 1 = −Dk2P̂(s,k). (2.0.11)

En el espacio (x, t), la Ec.(2.0.11) equivale al problema de valores iniciales

definido por la Ec.(2.0.6) para d = 1 con condición inicial P(0, x) = δ(x), donde

δ(x) es la delta de Dirac, y donde el coeficiente de difusión está dado porD = 〈x2〉
2〈τ〉 .

Como era de esperarse, la solución de dicho problema de condiciones iniciales

está dada por la densidad de probabilidad Gaussiana

P(t, x) =
1√

4πDt
exp

(
−
x2

4Dt

)
, (2.0.12)

ya que las suposiciones que se hicieron para obtener la Ec.(2.0.11), corresponden a

las condiciones suficientes para que el teorema del ĺımite central sea válido, y por

lo tanto, la probabilidad de encontrar al caminante al tiempo t en un punto x debe

de estar dada por la Ec.(2.0.12). Observemos que tras sustituir la Ec.(2.0.10) en
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la Ec.(2.0.8), es posible calcular las transformadas inversas de Fourier y Laplace

para la expresión resultante, lo cual da como resultado la Ec.(2.0.12). Finalmente,

notemos que entre más grande es el tiempo promedio entre saltos consecutivos,

más pequeño es el coeficiente de difusión, lo cual resulta en un proceso difusivo

más lento. Por otro lado, entre más grande es el segundo momento de la distri-

bución de saltos, el coeficiente de difusión es más grande y en consecuencia la

difusión es más rápida.

3. Difusión anómala

La difusión anómala aparece en sistemas desordenados o en sistemas que se

encuentran lejos del equilibrio termodinámico [6], donde las heterogeneidades del

sistema, inducen un comportamiento anómalo en el desplazamiento cuadrado

promedio de una part́ıcula que se difunde en ese medio, y el cual generalmente

toma la siguiente forma

〈X2(t)〉 ∝ tγ, γ 6= 1. (3.0.1)

Los casos en los que γ < 1 se conocen como subdifusión, mientras que para γ > 1

tenemos superdifusión. De acuerdo con lo dicho en la sección anterior, la Ec.(3.0.1)

implica que alguna de las condiciones necesarias para que el teorema del ĺımite

central sea válido no se cumple. Esto último puede suceder esencialmente de dos

formas distintas:

1. Cuando las distribuciones de probabilidad que definen la caminata alea-

toria, i.e. las distribuciones de saltos y de tiempos de espera, son distribu-

ciones libres de escala, también conocidas como distribuciones con colas

anchas.

2. Cuando existen correlaciones de largo alcance entre los saltos del cami-

nante.

En lo que sigue, nos limitaremos a discutir el caso correspondiente a las distribu-

ciones libres de escala.
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Cuando las distribuciones que definen la caminata aleatoria decaen como una

ley de potencias, i.e. λ(x) ∼ |x|−(1+λ), ψ(t) ∼ t−(1+β) para |x| >> x0 y t >> t0,

con x0 y t0 escalas de espacio y tiempo asociadas al problema que se está tratando,

estas se consideren como libres de escala si los exponentes de ambas cumplen con

las siguientes desigualdades: 1 < α < 2 y 0 < β < 1, ya que estas garantizan

que el segundo momento de la distribución de saltos y el primer momento de la

distribución de tiempos de espera tomen valores infinitos.

En el caso de la distribución de saltos, la divergencia del segundo momento

implica que los saltos de la caminata carecen de un tamaño caracteŕıstico, y por

lo tanto, la magnitud de estos puede tomar valores de cualquier tamaño con una

probabilidad no despreciable. De la misma manera, la divergencia de 〈τ〉 implica

que el tiempo transcurrido entre dos saltos consecutivos, puede tomar valores muy

grandes con probabilidad no despreciable. Notemos que, al contrario de lo que

sucede en difusión normal, en los casos que acabamos de describir la separación

entre escalas microscópicas y macroscópicas no existe. En este contexto, el com-

portamiento anómalo mostrado en la Ec.(3.0.1) se puede entender de la siguiente

forma: Supongamos una CATC unidimensional e isótropa, donde solamente la

distribución de saltos es libre de escala, y los saltos son variables aleatorias inde-

pendientes. En este tipo de caminatas, también llamadas vuelos de Lévy [7], el

tiempo que tarda el caminante en dar N saltos se comporta como t ∼ N〈τ〉, don-

de 〈τ〉 es el tiempo promedio entre saltos consecutivos. Por otro lado, la posición

que este ocupa después de N saltos está determinada por la suma de los despla-

zamientos del caminante (ver Ec.(2.0.1)). Ahora bien, de acuerdo con nuestras

hipótesis y con la Ec.(2.0.2), el desplazamiento cuadrado promedio del caminante

es formalmente infinito. Para evitar esta divergencia, cosa que nunca veŕıamos

en un experimento real, necesitamos truncar la distribución de saltos de alguna

forma. Para esto, consideremos la probabilidad de que el salto de longitud más

grande encontrado en N saltos sea xc, donde xc es un valor a determinar, y donde

dicha probabilidad está dada por: Nλ(xc)
(∫xc

0 λ(x)dx
)N−1

. En el ĺımite N >> 1,
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el máximo de esta expresión ocurre cuando xc es del orden de xc ∼ N
1/α, con α

el exponente de la distribución de saltos. Mediante este resultado y Ec.(2.0.2), es

posible estimar el crecimiento del desplazamiento cuadrado promedio en función

del número de saltos

〈X2
N〉 ∼

∫xc
0

x2λ(x)dx ∼ N2/α, (3.0.2)

donde al calcular la integral, se tomó en cuenta solamente la contribución de las

colas de la distribución, es decir, la contribución asociada al decaimiento descrito

por la ley de potencias. Finalmente, escribiendo el número de saltos en términos

del tiempo se obtiene una expresión como la mostrada en la Ec.(3.0.1), donde,

γ = 2/α > 1 y de la cual se concluye que los vuelos de Lévy son un proceso

superdifusivo.

En las últimas décadas, la teorá desarrollada alrededor de los vuelos de Lévy

ha sido útil para entender y describir diversos fenómenos observados en nuestro

entorno, tales como fenómenos de transporte en plasmas confinados [21] y f́ısica

de fluidos [22].

Supongamos ahora que solamente la distribución de tiempos de espera es libre

de escala. Entonces, de acuerdo con la Ec.(2.0.2), para poder dar una estimación

del desplazamiento cuadrado promedio recorrido por caminante al tiempo t, ne-

cesitamos encontrar la dependencia del tiempo en función del número de saltos.

Para esto, notemos que en una CATC, el tiempo que tarda un caminante en dar

N saltos está dado por la siguiente suma

t =

N∑
i=1

τi, (3.0.3)

donde τi es el tiempo que transcurre entre los saltos con ı́ndices i − 1 e i, y por

lo tanto es la variable aleatoria obtenida de la distribución de tiempos de espera.

Formalmente, el tiempo promedio que tarda el caminante en dar N saltos diverge,

ya que 〈τi〉 = ∞. Para evitar esta divergencia, debemos truncar la distribución

de tiempos de espera de la misma forma que lo hicimos para los vuelos de Lévy,

donde en lugar de xc tenemos que tc ∼ N
1/β, con β el exponente de la distribución
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de tiempos de espera. Esto último permite escribir

〈t〉 ∼ N
∫ tc

0

ψ(τ)τ ∼ N1/β, (3.0.4)

donde al calcular la integral, se tomó en cuenta solamente la contribución de la

cola de la distribución. Nótese que la Ec.(3.0.4) implica que el tiempo promedio

que tarda el caminante en dar N saltos, está dominado por el tiempo de espera

más grande de la suma mostrada en la Ec.(3.0.3), lo cual permite hacer la siguiente

estimación: t ∼ 〈t〉 ∼ N1/β. De esta manera vemos que al escribir la segunda

expresión de la Ec.(2.0.2) en términos del tiempo, obtenemos una expresión de

la forma mostrada en la Ec.(3.0.1), donde γ = β < 1. Concluimos entonces que,

cuando la distribución de tiempos de espera es libre de escala, obtenemos un

proceso subdifusivo.

Entre los ejemplos donde este tipo de caminatas aleatorias han sido aplicadas

de manera exitosa, destacan la propagación de contaminantes en aqúıferos [1] y

la propagación de part́ıculas cargadas en sólidos amorfos [23, 24].

Ahora, al calcular el comportamiento asintótico de las expresiones mostradas

en la Ec. (2.0.9), cuando s, k << 1 [25],

ψ ≈ 1 − cβs
β, λ(k) ≈ 1 − cα|k|

α, (3.0.5)

donde cβ y cα son constantes que aparecen al hacer la expansión asintótica, y

cuyas unidades f́ısicas son: [tiempo]β y [distancia]α respectivamente. Entonces,

sustituyendo la Ec.(3.0.5) en la Ec.(2.0.8) y reacomodando términos tenemos

sβP(s,k) − sβ−1 = −Dα,β|k|
αP(s,k), (3.0.6)

donde Dα,β = cα/cβ.

La Ec.(3.0.6) es una generalización de la Ec.(2.0.11), reduciendose a esta cuan-

do α → 2 y β → 1. Aśı, en el espacio (x, t) la Ec.(3.0.6) equivale a la siguiente

generalización del problema de valores iniciales discutido en la sección anterior

para la ecuación de difusión

DβP(t, x) = (Dα,β)
RLDαP(t, x), (3.0.7)
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sujeta a P(0, x) = δ(x), 0 < β 6 1, 1 < α 6 2, y donde δ(x) es la delta de Dirac,

Dα,β es el coeficiente de difusión generalizado [27, 2].

La Ec.(3.0.7) se conoce como la ecuación de difusión fraccionaria, y es una

generalización de la Ec.(2.0.6) que permite estudiar varios aspectos de la difusión

anómala. En particular, cuando la derivada fraccionaria aparece solamente en las

coordenadas espaciales (β = 1, 0 < α < 2), esta describe la evolución espacio-

temporal de la probabilidad de encontrar a un caminante que se mueve a través

de vuelos de Lévy en un punto x al tiempo t. Por otro lado, cuando la derivada

fraccionaria aparece solamente en la coordenada temporal, dicha ecuación es un

buen modelo para procesos subdifusivos causados por trampas (regiones del es-

pacio en las que el caminante puede quedar atrapado durante largos periodos del

tiempo) u obstáculos [26]. Las ventajas de modelar procesos difusivos, ya sean

anómalos o normales, en términos de la Ec.(2.0.6) o la Ec.(3.0.7), y en lugar de

hacerlo a través de caminantes aleatorios, radica en que estas permiten plantear

y resolver con mayor facilidad problemas con condiciones a la frontera, y pro-

blemas en los que la sustancia que se difunde es afectada por distintos tipos de

campos, por ejemplo, campos gravitatorios o campos eléctricos. Además, permi-

ten el uso de herramientas de la teoŕıa de ecuaciones diferenciales parciales, tales

como técnicas de transformadas y separación de variables [28].
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Caṕıtulo 3

Modelo Matemático

1. Ecuación fraccionaria espacial de Fokker-Planck

La difusión anómala que hemos descrito previamente es uno de los problemas

complejos más frecuentemente estudiados en el último tiempo. Hemos visto como

la ecuación diferencial parcial clásica (orden entero) de difusión y de onda se

extiende a la ecuación con tiempo y/o espacio fraccional por medio del operador

fraccionario.

Un caso especial de difusión anómala esta dado por la siguiente ecuación

diferencial fraccionaria espacial, la cual es conocida como ecuación de Fokker-

Planck fraccionaria espacial, y describe el movimiento de soluto en un acúıfero.

Dicha ecuación es usualmente escrita de la siguiente manera [29]:

∂u(x, t)

∂t
= −V(x, t)

∂u(x, t)

∂x
+(D+(x, t)+D−(x, t))

RLDαxu(x, t)+s(x, t), (1.0.1)

y esta sujeta a las siguientes condiciones:

L 6 x 6 R, 0 < t 6 T ,

u(x, t = 0) = u0(x), L 6 x 6 R,

u(L, t) = u(R, t) = 0, 0 < t 6 T ,

donde V(x, t) > 0 describe la velocidad media del proceso advectivo, α > 0 es el

orden de la diferenciación fraccionaria, D+(x, t) = (1 + β)D(x, t)/2, D−(x, t) =

(1−β)D(x, t)/2, D(x, t) > 0 es el coeficiente de disperción, y −1 6 β 6 1 indica

el peso relativo de la probabilidad de transición adelante hacia atrás. La función

u0(x) es la condición inicial, las condiciones de frontera son nulas y la función

s(x, t) es un término fuente/sumidero. En algunos casos, es posible usar ciertos
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métodos anaĺıticos para resolver ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias

[2]. Ejemplo de ello son: los métodos de transformada de Fourier, métodos trans-

formada de Laplace, métodos de transformación Mellin, el método de imágenes,

y el método de separación de variables. Sin embargo, al igual que en los casos

de ecuaciones diferenciales de orden entero, existen pocos casos de ecuaciones

diferenciales fraccionarias en las cuales es posible obtener soluciones anaĺıticas

explicitas, por lo cual resulta relevante para nosotros centrar nuestro estudio en

desarrollar métodos numéricos eficientes que aproximen soluciones de ecuaciones

tipo (1.0.1). En especifico, nos centraremos en métodos numericos para ecuacio-

nes diferenciales fraccionarias que consideren derivadas fraccionarias en el sentido

de Caputo con
∂u(x, t)

∂t
= 0,

es decir, para modelos con la forma

0 = −V(x, t)
∂u(x, t)

∂x
+ c(x, t)Dαxu(x, t) + s(x, t), (1.0.2)

con condiciones iniciales y de frontera dadas por

L 6 x 6 R, 0 < t 6 T ,

u(x, t = 0) = u0(x), L 6 x 6 R,

u(L, t) = u(R, t) = 0, 0 < t 6 T ,

donde V(x, t) > 0 y c(x, t) = (D+(x, t) + D−(x, t)). Notemos que la derivada

fraccionaria RLDαxu(x, t) de (1.0.1) es reemplazada por Dαxu(x, t) en (1.0.2) [45,

46].
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Caṕıtulo 4

Aproximación mediante momentos ortogonales

1. Polinomios ortogonales

La importancia de los polinomios ortogonales reside en que son ampliamente

usados en la teoŕıa de ecuaciones diferenciales, en espećıifico en la teoŕıa de Sturm-

Liouville, la teoŕıa de espacios de Hilbert, la teoŕıa de la aproximación de funciones

y la mecánica cuántica.

Definición 4.1. Un conjunto de polinomios {Pi(x)}i∈I, definidos en el inter-

valo [a,b], se denominan polinomios ortogonales, śı y sólo si,∫b
a

w(x)Pi(x)Pj(x)dx = Niδij,

donde Ni es un factor de normalización, δij es la función Delta de Kronecker, y

w(x) es una aplicación denominada función peso o función ponderación.

Algunos ejemplos de polinomios ortogonales clásicos surgen como soluciones

de ecuaciones diferenciales:

Ejemplo 4.1. 1. Los polinomios de Legendre son definidos en [−1, 1],

están dados por

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(1 − x2)n,

y su función peso es w(x) = 1. Estos polinomios surgen como soluciones

de la ecuación diferencial

(1 − x2)y ′′ − 2xy ′ + n(n+ 1)y = 0.
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2. Los polinomios de Chebyshev de primer tipo son definidos en (−1, 1), están

dados por

Tn(x) = cos(n arc cos(x))

y su función peso es w(x) =
1√

1 − x2
, notemos que en los extremos del

intervalo [−1, 1]. Estos polinomios surgen como soluciones de la ecuación

diferencial

(1 − x2)y ′′ − (β− α− (α+ β+ 2)x)y ′ + n(n+ α+ β+ 1)y = 0.

Ejemplo 4.2. Los Polinomios de Jacobi con parámetros α, β > −1 son de-

finidos en [−1, 1], y pueden ser generados mediante la relación de recurrencia

P
(α,β)
n (x) =

(α+ β+ 2n− 1)(α2 − β2 + x(α+ β+ 2n)(α+ β+ 2n− 2))

2n(α+ β+ n)(α+ β+ 2n− 2)
P
(α,β)
n−1 (x)

−
(α+ n− 1)(β+ n− 1)(α+ β+ 2n)

n(α+ β+ n)(α+ β+ 2n− 2)
P
(α,β)
n−2 (x),

donde P
(α,β)
0 (x) = 1 y P

(α,β)
1 (x) =

α+ β+ 2

2
x +

α− β

2
. Su función peso es

w(x) = (1 − x)α(1 + x)β y surgen como soluciones de la ecuación diferencial

(1 − x2)y ′′ − xy ′ + n2y = 0.

1.1. Polinomios desplazados de Jacobi. Con el objetivo de ampliar el

uso de los polinomios de Jacobi definidos en (−1, 1) al intervalo (0,L), de modo

de dar cabida a futuras aplicaciones temporales, presentamos los polinomios de

Jacobi desplazados, los cuales surgen al hacer el cambio de variable t = 2x
L
− 1

a los polinomios P
(α,β)
i (t). Los polinomios de Jacobi desplazados P

(α,β)
i

(
2x
L
− 1
)
,

los denotaremos por P
(α,β)
L,i (x), y satisfacen la relación de ortogonalidad (para

detalles revisar Doha et. al. en [40])∫L
0

P
(α,β)
L,j (x)P

(α,β)
L,k (x)wα,β

L dx = hk, (1.1.1)

donde wα,β
L (x) = xβ(L− x)α y hk =


Lα+β+1Γ(k+α+1)Γ(k+β+1)
(2k+α+β+1)k!Γ(k+α+β+1)

, i = j,

0, i 6= j.
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Los polinomios de Jacobi desplazados P
(α,β)
L,i (x) de grado i pueden ser expre-

sados mediante la expresión anaĺıtica [40]

P
(α,β)
L,i (x) =

i∑
k=0

(−1)i−k
Γ(i+ β+ 1)Γ(i+ k+ α+ β+ 1)

Γ(k+ β+ 1)Γ(i+ α+ β+ 1)(i− k)!k!Lk
xk, (1.1.2)

donde P
(α,β)
L,i (0) = (−1)i

Γ(i+ β+ 1)

Γ(β+ 1)i!
, P

(α,β)
L,i (L) =

Γ(i+ α+ 1)

Γ(α+ 1)i!
.

En lo que sigue centraremos nuestro interés en distintos polinomios ortogona-

les desplazados, los cuales han sido usados por distintos autores para aproximar y

obtener soluciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias [34, 35, 36, 37, 40].

Las familias de polinomios con los cuales trabajaremos son mencionados a con-

tinuación, los polinomios desplazados de Gegenbauer (Ultraesfericos) CαL,i(x); los

polinomios desplazados de Chebyshev de primer, segundo, tercer y cuarto ti-

po: TL,i(x), UL,i(x), VL,i(x) y WL,i(x); los polinomios desplazados de Legendre

PL,i(x), y los polinomios desplazados de Jacobi P
(α,β)
L,i (x). A continuación presen-

taremos relaciones de dependencia entre los polinomios desplazados mencionados

recientemente y la familia de polinomios desplazados de Jacobi [40] , de manera

de poder replicar resultados de estos últimos;

1. CαL,i(x) =
i!Γ(α+ 1

2
)

Γ(i+ α+ 1
2
)
P
(α− 1

2 ,β− 1
2 )

L,i (x),

2. TL,i(x) =
i!Γ(1

2
)

Γ(i+ 1
2
)
P
(− 1

2 ,− 1
2 )

L,i (x),

3. PL,i(x) = P
(0,0)
L,i (x),

4. UL,i(x) =
(i+ 1)!Γ(1

2
)

Γ(i+ 3
2
)
P
( 1
2 , 12 )

L,i (x),

5. VL,i(x) =
2i!!

(2i− 1)!!
P
(− 1

2 , 12 )

L,i (x),

6. WL,i(x) =
2i!!

(2i− 1)!!
P
( 1
2 ,− 1

2 )

L,i (x).

2. Aproximación de funciones mediante momentos ortogonales.

En la presente sección presentaremos algunos de los resultados clásicos de

aproximación de funciones por polinomios ortogonales. Para esto consideremos un
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conjunto finito de polinomios ortogonales {P0(x), P1(x), ..., PN(x)} definidos en el

intervalo [a,b], el cual llamaremos indistintamente como momento ortogonal.

Teorema 4.1. Sea f(x) una función continua en [a,b]. Entonces existen

coeficientes c0, c1, ..., cN tales que la función

E =

∫b
a

w(x)

(
N∑
n=0

cnPN(x) − f(x)

)2

dx

es mı́nima, respecto a dichos coeficientes.

Demostración.

Para calcular el mı́nimo se deriva E respecto a cada ci y usando las relaciones

de ortogonalidad obtenemos que los coeficientes están dados por

ck =
1

Ck

∫b
a

w(x)Pk(x)f(x)dx, ∀k = 0, ...,N, (2.0.1)

donde cada Ck =

∫b
a

w(x)P2
k(x)dx. h

Observación 8. El resultado precedente nos permite proponer

N∑
n=0

cnPN(x)

como una aproximación de f(x). donde los coeficientes cn, podŕıan ser calculados

a priori mediante (2.0.1).

2.1. Aproximación por momentos ortogonales de Jacobi. Una fun-

ción f(x) cuadrado integrable1 en (0,L), puede aproximarse en términos del mo-

mento ortogonal de Jacobi desplazado [40] como

f(x) ≈
N∑
j=0

ajP
(α,β)
L,j (x), (2.1.1)

donde los coeficientes aj, de manera análoga a la ecuación (2.0.1), están dados

por

aj =
1

hj

∫L
0

w
(α,β)
L (x)u(x)P

(α,β)
L,j (x)dx, j = 0, 1, ... (2.1.2)

1Una función real f(x) es cuadrado integrable en (0,L), si

∫
(0,L)

|f(x)|2dx <∞.
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3. Aproximación de derivadas de orden arbitrario mediante

momentos ortogonales.

En lo que sigue se propone una forma de aproximación de derivadas fracciona-

rias en el sentido de Caputo de funciones f(x) cuadrado integrables en el intervalo

[a,b]. Para esto A denotará el conjunto formado por todas las familias de poli-

nomios ortogonales sobre el intervalo [a,b] y {Pn(x)}n∈N ⊂ A es una familia de

polinomios ortogonales arbitraria .

Dada la linealidad del operador diferencial fraccionario de Caputo Dv con

v > 0, es natural pensar que si tenemos una aproximación de la función f(x) en

[a,b] por polinomios ortogonales, digamos

f(x) ≈
m∑
n=0

cnPn(x), (3.0.1)

entonces

Dvf(x) ≈
m∑
n=0

cnD
vPn(x). (3.0.2)

En (3.0.2) identificamos que un paso clave para aproximar Dvf(x) es conocer

expĺıcitamente la derivada fraccionaria de Caputo de cada Pn(x) en la familia de

polinomios ortogonales en cuestión, lo que a su vez nos lleva de manera natural

a lo siguiente: si

Pn(x) =

n∑
i=0

aix
i, (3.0.3)

entonces

DvPn(x) =

n∑
i=0

aiD
vxi, (3.0.4)

y como manejamos de manera expĺıcita Dvxi, tenemos

DvPn(x) =

n∑
i=dve

ai
Γ(i+ 1)

Γ(i+ 1 − v)
xi−v. (3.0.5)

Observación 9. Sean v > 0 y p(x) ∈ A un polinomio de grado menor que

dve. Entonces
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Dvp(x) = 0. (3.0.6)

Esta observación es una consecuencia directa de aplicar el operador fraccio-

nario de Caputo a la expresión xβ con β < dve.

Observación 10. La derivada fraccionaria de orden v > 0 en el sentido de

Caputo para Pn(x) ∈ {Pi(x)}i∈N ⊂ A está dada por

DvPn(x) =

n∑
i=dve

A(i, v)xi−v. (3.0.7)

donde Pn(x) =

n∑
i=0

aix
i, y A(i, v) = ai

Γ(i+ 1)

Γ(i+ 1 − v)
.

Observación 11. La derivada fraccionaria de orden v > 0 en el sentido de

Caputo para Pn(x) ∈ {Pi(x)}i∈N ⊂ A está dada por

DvPn(x) ≈
m∑
j=0

B(n, j)Pj(x). (3.0.8)

donde B(n, j) =

n∑
i=dve

A(i, v)bj.

Si consideramos la aproximación

xi−v ≈
m∑
j=0

bjPj(x), (3.0.9)

e insertamos (3.0.9) en (3.0.7) la observación sigue. Estas observaciones tienen

similitudes con los trabajos realizados en esta ĺınea por Doha et. al. en [39, 40],

los cuales presentamos a continuación.

Teorema 4.2 (Doha et. al. en [39]). La derivada fraccionaria de orden v en

el sentido de Caputo para los polinomios de Chebyshev desplazados esta dada por

DvTL,i(x) =

∞∑
j=0

Sv(i, j)TL,i(x), i = dve, dve+ 1, ... (3.0.10)
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donde

Sv(i, j) =

i∑
k=dve

(−1)i−k2i(i+ k− 1)!Γ(k− v+ 1/2)

cjLvΓ(k+ 1/2)(i− k)!Γ(k− v− j+ 1)Γ(k+ j− v+ 1)
.

Teorema 4.3 (Doha et. al. en [40]). La derivada fraccionaria en el sentido

de Caputo de orden v del polinomio de Jacobi desplazado de grado i esta dada

por

DvP
(α,β)
L,i (x) =

∞∑
j=0

Sv(i, j,α,β)P
(α,β)
L,j (x), i = dve, dve+ 1, ... (3.0.11)

donde

Sv(i, j,α,β) =

i∑
k=dve

(−1)i−kLα+β−v+1Γ(j+ β+ 1)Γ(i+ β+ 1)Γ(i+ k+ α+ β+ 1)

hjΓ(j+ α+ β+ 1)Γ(k+ β+ 1)Γ(i+ α+ β+ 1)Γ(k− v+ 1)(i− k)!

×
j∑
l=0

(−1)j−lΓ(j+ l+ α+ β+ 1)Γ(α+ 1)Γ(l+ k+ β− v+ 1

Γ(l+ β+ 1)Γ(l+ k+ α+ β− v+ 2)(j− l)!l!
.

4. Aproximación numérica de derivadas fraccionarias por momentos

ortogonales.

Para cerrar este caṕıtulo presentaremos un algoritmo que nos permitirá ha-

cer implementaciones numéricas de aproximaciones de derivadas fraccionarias de

diversas funciones, basándonos en nuestras observaciones y en las familias de

polinomios ortogonales vistas en las secciones anteriores.

Algoritmo 4.1 (Berres, V. 2018). Dada una función f(x) ∈ L2[a,b], ob-

tendremos una aproximación de su derivada fraccionaria en el sentido de Caputo

de orden v, siguiendo estos pasos:

1. Seleccione una familia de polinomios ortogonales {Pn(x)}n∈N ⊂ A y un

subconjunto de nodos X = {xi}i∈I ⊂ [a,b].

2. Dada la aproximación

f(xi) ≈
N∑
n=0

cnPn(xi), en cada xi ∈ X
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escriba Fi = f(xi) y forme la matriz F = [F0| F1| ... FN]
T , por otro la-

do considere C = [c0| c1| ...| cN], Pi = [P0(xi),P1(xi), ...PN(xi)]
T , P =

[P0|P1|... |PN], y forme el sistema matricial

C · P = F, (4.0.1)

y obtenga

C = F · P−1. (4.0.2)

3. Calcule

DvP = [DvP0|D
vP1|... |D

vPN], (4.0.3)

donde

DvPi = [DvP0(xi),D
vP1(xi), ...,DvPN(xi)]

T .

4. Calcule

DvF = C ·DvP, (4.0.4)

la cual corresponderá a la derivada fraccionaria en el sentido de Caputo

de orden v de la función f(x) en X = {xi}i∈I ⊂ [a,b].
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Caṕıtulo 5

Resultados

En lo que sigue presentaremos implementaciones numéricas del algoritmo des-

crito en Caṕıtulo 4. Para esto consideraremos el siguiente conjunto de funciones

cuadrado integrables en [a,b]1, con a, b ∈ R, con las cuales haremos los distintos

test numéricos

f1(x) f2(x) f3(x) f4(x) f5(x)

exp(x) cos(x) sin(x) x10 x5

Cuadro 5.1. Funciones test

Las derivadas fraccionarias anaĺıticas en el sentido de Caputo de orden v > 0

del conjunto de funciones test (Gorenflo y Mainardi [6]), esta dado por

f(x) Dvf(x)

exp(x) xm−vE1,m−v+1(x)

cos(x) 1
2
imxm(E1,m−v+1(ix) + (−1m)E1,m−v+1(−ix))

sin(x) −1
2
im+1xm(E1,m−v+1(ix) − (−1m)E1,m−v+1(−ix))

x10 Γ(11)

Γ(11 − v)
x10−v

x5 Γ(6)

Γ(6 − v)
x5−v

Cuadro 5.2. Derivadas fraccionarias de Caputo de funciones test.

donde m = dve y Ei,j(x) es la función de Mittag-Leffler de 2 parámetros.

1Una función f(x) es cuadrado integrable, si

∫
R
|f(x)|2dx <∞.

51



Por otro lado, los distintos momentos ortogonales, es decir las bases, con las

cuales haremos las distintas expansiones polinomiales de las funciones test son

presentadas en la siguiente tabla

B1 B2 B3 B4

{P
(α,β)
L,i (x)}i∈N {TL,i(x)}i∈N {UL,i(x)}i∈N {VL,i(x)}i∈N

B5 B6 B7

{WL,i(x)}i∈N {CαL,i(x)}i∈N {PL,i(x)}i∈N

Cuadro 5.3. Conjunto de momentos ortogonales

Los cálculos de errores relativos se harán considerando vectores Ve ∈ Rn, con

n = 500, cuyas coordenadas estarán dadas por valores numéricos de expresio-

nes anaĺıticas exactas de las derivadas fraccionarias de nuestras funciones test,

vectores Vapp ∈ Rn, cuyas coordenadas estarán dadas por valores numéricos de

expresiones anaĺıticas aproximadas, mediante momentos ortogonales, de las deri-

vadas fraccionarias de nuestras funciones test y la norma l2 de Rn, donde n es el

número de nodos equidistantes a considerar en [a,b], es decir,

εr =
||Ve − Vapp||2

||Ve||2
,

donde

||y||2 =

√√√√ n∑
i=1

y2
i , para cada y ∈ Rn.

1. Visualización gráfica de aproximación de derivadas fraccionarias

En esta sección daremos a conocer visualizaciones gráficas de la aproximación

de derivadas fraccionarias en el sentido de Caputo de distinto orden aplicadas a

las funciones test mediante diferentes momentos ortogonales.

En la Figuras 5.1 y 5.2 se muestran comparaciones gráficas de la derivada frac-

cionaria en el sentido de Caputo de orden 0.7 de cada función test, considerando

el momento ortogonal de Jacobi desplazado en el intervalo [0, 2] , en dimensiones
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N ∈ {3, 4, 5, 6}, y su derivada fraccionaria anaĺıtica. En estas figuras podemos

apreciar por “eye norm” que hay convergencia en cada una de las derivadas frac-

cionarias de nuestras funciones test, un anaĺısis mas detallado de esto se hará en

las secciones seguientes.

(a)

Figura 5.1. Derivada fraccionaria de Caputo anaĺıtica de orden v =

0.7 (negro) y sus aproximaciones v́ıa el momento ortogonal de Jacobi

desplazado en el intervalo [0, 2] (considerando 40 nodos equiespaciados

en [0, 2]), con parámetros a = 1 y b = 2, y con dimensiones N ∈

{3, 4, 5, 6} respectivamente en la función (a) exp(x).
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(b) (c)

(d) (e)

Figura 5.2. Derivada fraccionaria de Caputo anaĺıtica de orden v =

0.7 (negro) y sus aproximaciones v́ıa el momento ortogonal de Jacobi

desplazado en el intervalo [0, 2] (considerando 40 nodos equiespaciados

en [0, 2]), con parametros a = 1 y b = 2, y con dimensiones N ∈

{3, 4, 5, 6} en las funciones (b) sin(x), (c) cos(x), (d) x10, (e) x5.
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2. Errores relativos con ε(v)

En las Figuras 5.3 y 5.4 se muestran gráficas que describen el comportamiento

del error relativo de las derivadas fraccionarias en el sentido de Caputo anaĺıticas

y sus aproximaciones en el momento ortogonal de Chebyshev desplazado de tipo

2 con dimensiones 15, 10 y 5, con orden variable, aplicadas en nuestro set de

funciones test.

(a)

Figura 5.3. Errores relativos de las derivadas fraccionarias de Capu-

to anaĺıticas y aproximadas en el momento ortogonal de Chebyshev des-

plazado en [0, 2], de tipo 2, con orden v ∈ [0, 5] aplicada a todas funciones

test, en dimensión N = 15.

En la Figura 5.3 se observa que hay un aumento del error relativo a medida

que los valores de v ∈ [0, 5] aumentan, lo cual se debeŕıa al hecho que las derivadas

fraccionarias en el sentido de Caputo de los primeros dve−1 términos del momento
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(b)

(c)

Figura 5.4. Errores relativos de las derivadas fraccionarias de Capu-

to anaĺıticas y aproximadas en el momento ortogonal de Chebyshev des-

plazado en [0, 2], de tipo 2, con orden v ∈ [0, 5] aplicada a todas funciones

test, en dimensiones N = 10 en (b) y N = 5 en (c).

ortogonal son nulos, esto pues

Dvxb =


0, para b < v,

Γ(b+ 1)

Γ(b+ 1 − v)
xb−v para b > v.
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En la Figura 5.6 se muestran gráficas que describen el comportamiento del

error relativo de las derivadas fraccionarias en el sentido de Caputo anaĺıticas

y sus aproximaciones, aplicadas a la función sin(x), en los distintos momentos

ortogonales con dimensiones 10, 13, 14, y 15, con orden variable. En estas figuras

se observa se observa que hay un comportamiento similar en error relativo en cada

uno de los momentos ortogonales, y vemos al igual que en caso de la Figura 5.3

un aumento del logaritmo del error relativo a medida que los valores de v ∈ [0, 5]

aumentan.
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(a)

(b)

Figura 5.5. Errores relativos de las derivadas fraccionarias de Capu-

to anaĺıticas y aproximadas, aplicadas a la función sin(x), con orden

v ∈ [0, 5], considerando los distintos momentos ortogonales, desplazados

en [0, 2], con dimensiones N ∈ {10, 13}, en (a) y (b) respectivamente.
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(c)

(d)

Figura 5.6. Errores relativos de las derivadas fraccionarias de Capu-

to anaĺıticas y aproximadas, aplicadas a la función sin(x), con orden

v ∈ [0, 5], considerando los distintos momentos ortogonales, desplazados

en [0, 2], con dimensiones N ∈ {14, 15}, en (c) y (d) respectivamente.

59



3. Errores relativos con ε(N)

En las Figuras 5.7 y 5.8 se muestran gráficas que describen el comportamiento

del error relativo de las derivadas fraccionarias en el sentido de Caputo anaĺıticas y

sus aproximaciones, en el momento ortogonal de Chebyshev desplazado de tipo 2,

de orden v ∈ {0, 7, 1, 3 , 2, 6}, con dimensiones variables, aplicadas en nuestro set

de funciones test. En estas figuras observamos una disminución del error relativo a

medida que que la dimensión del momento ortogonal se incrementa. Por otro lado,

podemos apreciar como en los casos de Dvx10 y Dvx5 se produce un decaimiento

abrupto en N = 10 y N = 5 respectivamente, para cada v ∈ {0.7, 1.3 , 2.6},

lo cual se debe al hecho que al tratarse de derivadas fraccionarias de funciones

polinomiales, estas alcanzan una aproximación via momentos ortogonales casi

exacta.

(a)

Figura 5.7. Errores relativos de las derivadas fraccionarias de Capu-

to anaĺıticas y aproximadas en el momento ortogonal de Chebyshev des-

plazado en [0, 2], de tipo 2, en dimensiones variando entre los números

enteros 1 y 15, aplicada a todas funciones test, con orden v = 0.7.
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(b) (c)

Figura 5.8. Errores relativos de las derivadas fraccionarias de Capu-

to anaĺıticas y aproximadas en el momento ortogonal de Chebyshev des-

plazado en [0, 2], de tipo 2, en dimensiones variando entre los números

enteros 1 y 15, aplicada a todas funciones test, con ordenes v ∈ {1.3, 2.6},

en (c) y (d) respectivamente.

En la Figura 5.9 se muestran gráficas que describen el comportamiento del

error relativo de las derivadas fraccionarias en el sentido de Caputo anaĺıticas y

sus aproximaciones, aplicadas a la función sin(x), en el momento ortogonal de

Chebyshev desplazado de tipo 3, con ordenes v ∈ {0.7, 1.3 , 2.6}, con dimensiones

variables.
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Figura 5.9. Errores relativos de las derivadas fraccionarias de Capu-

to anaĺıticas y aproximadas, aplicadas a la función sin(x), con dimensio-

nes variando entre los números enteros 1 y 15, considerando el momen-

to ortogonal de Chebyshev desplazado en [0, 2] de tipo 3, con ordenes

v ∈ {0.7, 1.3, 2.6}.

En la Figura 5.9 observamos una disminución del error relativo a medida que

que la dimensión del momento ortogonal se incrementa. Por otro lado, podemos

apreciar como en los casos v ∈ {0, 7, 1, 3 , 2, 6}, hay una diferencia en el logaritmo

del error relativo, la cual se debe a la perdida de los primeros dve−1 términos del

momento ortogonal, como hemos explicado anteriormente. Por último, podemos

concluir que la Figura 5.9 nos da evidencia que el decaimiento es más rápido si

el orden v < 2.

4. Errores relativos con ε(v,N)

En las Figuras 5.10 y 5.11 se muestran gráficas en 3 dimensiones que descri-

ben el comportamiento del logaritmo en base 10 del error relativo de las derivadas

fraccionarias en el sentido de Caputo anaĺıticas y sus aproximaciones, en el mo-

mento ortogonal de Chebyshev desplazado de tipo 2, con orden y dimensiones

variables, aplicadas en nuestro set de funciones test. En las subfiguras (a), (b)
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y (c) podemos apreciar que los menores errores relativos se dan cuando la car-

dinalidad del momento ortogonal es N = 15, alcanzo su mejor rendimiento en

(N, v) = (15, 0.1). Por otro lado, en las subfiguras (d) y (e) observamos un de-

caimiento abrupto cuando N toma los valores 10 y 15, respectivamente, lo cual

se debe, como hemos explicado anteriormente, al hecho que los polinomios alcan-

zan una aproximación casi exacta cuando la cardinalidad del momento ortogonal

coincide con grado del polinomio. En estas subfiguras también podemos apreciar

como al aumentar la cardinalidad de la base mas allá del grado del polinomio se

produce un aumento en el valor del error relativo.

(a)

Figura 5.10. - Logaritmo de errores relativos de las derivadas frac-

cionarias de Caputo anaĺıticas y aproximadas en el momento ortogonal

de Chebyshev desplazado en [0, 2], de tipo 2, con dimensiones variando

entre los números enteros 1 y 15, con ordenes v ∈ [0, 5], y aplicada a las

función test exp(x).
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(b) (c)

(d) (e)

Figura 5.11. - Logaritmo de errores relativos de las derivadas frac-

cionarias de Caputo anaĺıticas y aproximadas en el momento ortogonal

de Chebyshev desplazado en [0, 2], de tipo 2, con dimensiones variando

entre los números enteros 1 y 15, con ordenes v ∈ [0, 5], y aplicada a

las funciones test (de izquierda a derecha y en orden descendente) (b)

sin(x), (c) cos(x), (d) x10, (e) x5.

En las Figuras 5.12 y 5.13 se muestran gráficas en 3 dimensiones que describen

el comportamiento del logaritmo en base 10 del error relativo de las derivadas

fraccionarias en el sentido de Caputo anaĺıticas y sus aproximaciones, aplicadas

a la función sin(x), con orden y dimensiones variables, en los distintos momentos
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ortogonales. En cada unas de las subfiguras podemos apreciar que los menores

errores relativos se dan cuando la cardinalidad del momento ortogonal es N = 15,

alcanzo su mejor rendimiento en (N, v) = (15, 0, 1), y de manerá paralela, los

mayores errores relativos se dan cuando la cardinalidad del momento ortogonal

es N = 1, alcanzando sus peores rendimientos en vecindades cercanas de (N, v) =

(1, 5).

(a)

Figura 5.12. - Logaritmo de errores relativos de las derivadas frac-

cionarias de Caputo anaĺıticas y aproximadas aplicadas a la función

sin(x), con dimensiones variando entre los números enteros 1 y 15, con

ordenes v ∈ [0, 5], considerando el momento ortogonal (a) B1, desplaza-

do en [0, 2].
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(b) (c)

(d) (e)

(f) (g)

Figura 5.13. - Logaritmo de errores relativos de las derivadas frac-

cionarias de Caputo anaĺıticas y aproximadas aplicadas a la función

sin(x), con dimensiones variando entre los números enteros 1 y 15, con

ordenes v ∈ [0, 5], considerando los distintos momentos ortogonales, des-

plazados en [0, 2] (de izquierda a derecha y en orden descendente) (b)

B2, (c) B3, (d) B4, (e) B5, (f) B6, (g) B7.
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Discusión

Durante el transcurso de la elaboración de esta actividad formativa equivalen-

te, han surgido varias ideas, resultados e interrogantes las cuales queremos dejar

plasmadas a continuación.

En los inicios de esta investigación surgió la idea de elaborar una familia

de funciones reales con la forma

Pn,k(x) =

n∏
j=0,j6=k

ex−xj − 1

exk−xj − 1
,

de tal modo que fuera posible expandir con ellas funciones continuas en

intervalos de la forma [a,b], con a, b ∈ R. Si bien fue posible establecer

resultados anaĺıticos que demostraban que la familia {Pn,k(x)}n∈N interpo-

laba funciones con las caracteŕısticas deseadas, y que además era posible

obtener aproximaciones anaĺıticas de sus derivadas de orden arbitrario,

los resultados de las implementaciones numéricas nos dejaron ver que los

errores relativos de estas aproximaciones no daban respuesta a los objeti-

vos de A.F.E., lo cual nos llevo a explorar otras técnicas de aproximación.

Como trabajo a futuro se retomarán estos resultados, y se buscara o creara

un contexto apropiado en el cual estas ideas den respuestas satisfactorias.

Los resultados anaĺıticos que hemos presentado en esta A.F.E., genera-

lizan los resultados obtenidos por Doha et. al. en [38, 39, 40], y nos

brindan una receta con la cual obtener futuras aproximaciones de deri-

vadas fraccionarias por momentos ortogonales. Como trabajo a futuro se

contempla usar esta receta para generar nuevas aproximaciónes en con-

textos de matemáticas aplicadas.
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Los resultados numéricos que hemos presentado en esta A.F.E., en especi-

fico; las implementaciones gráficas en 3D, entregan un panorama general

de las aproximaciones de derivadas fraccionarias por momentos ortogo-

nales, en términos del orden (arbitrario) de la derivada y la dimensión

del momento ortogonal. Como trabajo a futuro se pretende responder la

pregunta: ¿Comó detectar la mejor combinación Base-Función?. Por otro

lado, respecto a las implementaciones gráficas en 2D, hemos contemplado

como trabajo a futuro trabajar en resultados que nos den información

sobre la tasa de convergencia de dichos errores relativos.

Por último, como trabajo a futuro se pretende cambiar la perspectiva

de aproximaciones de derivadas fraccionarias por momentos ortogonales,

por una perspectiva que contemple expansiones en series de Taylor, de

tal modo de obtener expresiones anaĺıticas de la derivada fraccionaria del

residuo.
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Ápendice A: Códigos computacionales

Los códigos computacionales (MATLAB 2017) mediante los cuales realizamos

nuestras implementaciones númericas son de elaboración propia. Estos códigos

fueron desarrollados siguiendo el algoritmo presentado en el Caṕıtulo 4 y los

resultados presentados por Doha et. al. en [38]. Los códigos MATLAB empleados

en esta A.F.E. pueden ser descargados de manera libre y gratuita en la siguiente

pagina web:

https://drive.google.com/open?id=1bvQe7u_C2rgd-2R4uSU4ELO80Em9sZBH

Para evitar problemas de compilación de las rutinas, recomendamos la des-

carga de todos los archivos y su almacenamiento en una carpeta única. Por otro

lado, mencionamos que las rutinas fueron creadas y ejecutadas en el software

MATLAB, en su versión 2017. Para cerrar el ápendice presentamos los cuadros

5.4 y 5.5, los cuales tienes la lista de rutinas empleadas en nuestros resultados,

especificando su uso y dependencia.

Rutina Detalle Dependencia

1.- pljv.m Implementación de pol. de Jacobi desplazado Independiente

2.- pltv.m Implementación de pol. de Chebyshev tipo 1 desplazado Depende de rutina 1.

3.- pluv.m Implementación vectorial de pol. de Depende de rutina 1.

Chebyshev tipo 2 desplazado

4.- plvv.m Implementación de pol. de Chebyshev tipo 3 desplazado Depende de rutina 1.

5.- plwv.m Implementación de pol. de Chebyshev tipo 4 desplazado Depende de rutina 1.

6.- plpv.m Implementación de pol. de Legendre desplazado Depende de rutina 1.

7.- plcv.m Implementación vectorial de pol. de Gegenbauer desplazado Depende de rutina 1.

Cuadro 5.4. Códigos computacionales de distintos polinomios orto-

gonales desplazados.
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Rutina Detalle Dependencia

8.- midvplj.m Implementación vectorial de derivada fraccionaria Independiente.

de orden v de pol. de Jacobi desplazado

9.- midvplt.m Implementación vectorial de derivada fraccionaria Depende de rutina 8.

de orden v de pol. de Chebyshev tipo 1 desplazado

10.- midvplu.m Implementación vectorial de derivada fraccionaria Depende de rutina 8.

de orden v de pol. de Chebyshev tipo 2 desplazado

11.- midvplv.m Implementación vectorial de derivada fraccionaria Depende de rutina 8.

de orden v de pol. de Chebyshev tipo 3 desplazado

12.- midvplw.m Implementación vectorial de derivada fraccionaria Depende de rutina 8.

de orden v de pol. de Chebyshev tipo 4 desplazado

13.- midvplp.m Implementación vectorial de derivada fraccionaria Depende de rutina 8.

de orden v de pol. de Legendre desplazado

14.- midvplc.m Implementación vectorial de derivada fraccionaria Depende de rutina 8.

de orden v de pol. de Gegenbauer desplazado

15.- eDvFmultiple.m Implementación de error relativo de derivada Depende las cada una de

fraccionaria de los distintos momentos ortogonales las rutinas entre 1 y 14

en una función test fija

16.- eDvFmultiF Implementación de error relativo de derivada Depende de cada una de

fraccionaria de las distintas funciones test de las rutinas entre 1 y 14

en un momento ortogonal fijo

17.- tresda.m Implementación de gráficas en 3D y perfiles Depende de rutina 16

en función del orden, y en función de la dimensión del

momento ortogonal en funciones tests, de manera simultánea

18.- tresdb.m Implementación de gráficas en 3D y perfiles Depende de rutina 15

en función del orden, y en función de la dimensión, en

cada momento ortogonal, de manera simultánea

19.- grafdosa.m Implementación gráfica de aproximación mediante momento Depende de rutinas 1 y 8

ortogonal de Jacobi en dimensiones 3, 4, 5 y 6

Cuadro 5.5. Códigos computacionales de implementaciones gráficas

de Cápitulo 5.
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Resumen

Es bien conocido que muchos fenómenos en varias ramas de la ciencia e ingeniería pueden ser
descritos adecuadamente por modelos que involucran herramientas del cálculo fraccional. Es así,
que diferentes métodos de solución de ecuaciones diferenciales fraccionarias (EDF) y resulta-
dos análiticos de la existencia y unicidad de soluciones han sido extensamente estudiadas por
muchos investigadores, ver[1] y [2] por ejemplo. En general, la mayoría de las EDF's no tienen
soluciones análiticas exactas, por lo cual la aproximación y los métodos numéricos deben ser
empleados. De esta manera, el encontrar métodos precisos y e�cientes para resolver EDF's se ha
convertido en una linea activa de investigación desde hace varios años. En este trabajo presen-
taremos diferentes métodos de colocación de polinomios ortogonales desplazados que aproximan
derivadas fraccionarias en el sentido de Caputo, los cuales nos permitirán exponer un algoritmo
e�ciente para resolver problemas de valor inicial de orden fraccionario lineales y no lineales.
Además, mostraremos diferentes ejemplos numéricos con el objetivo de demostrar la validación
y aplicabilidad de nuestro algoritmo.
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